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HAUPTAUFSÄTZE 


Die Messung der hydraulischen Rauhigkeit. 


Von LUDWIG HOPF in Aachen. 


nsere Kenntnisse über die turbulente Flüssigkeitsströmung sind noch sehr unvoll- 

kommen. Einerseits haben wir nur ganz wenige Anhaltspunkte über die Struktur 

der turbulenten Strömung, über Pulsationen, mittlere Geschwindigkeitsverteilung usw. 
Andererseits ist aber auch über den Druckabfall in turbulenten Strömungen noch sehr 
wenig Klarheit vorhanden trotz der sehr zahlreichen und teilweise sehr exakten Ver- 
suche, die auf diesem Gebiete angestellt wurden, und trotz der energischen und gewiß 
nicht unwichtigen Bemühungen um praktisch brauchbare empirische Formeln. Die bis 
herigen Versuchsergebnisse reichen im allgemeinen weder zur praktischen Verwertung 
in der hydraulischen Technik, noch als Unterlage für eine Theorie der turbulenten 
Strömungen aus. Der Grund für diese unbefriedigende Lage scheint mir in erster Linie 
darin zu liegen, daß die Gesichtspunkte der physikalischen Forschung noch sehr 
wenig in die Gedankengänge der Praktiker, die fast allein große Versuchsreihen anstellen 
konnten, eingedrungen sind. Versuche sind Wege durch unerforschtes Land. Eine Karte 
dieses Landes auf Grund verschiedener Durchquerungen kann man aber nur aufnehmen, 
wenn man die gegenseitige Lage der einzelnen Wege, ihre Richtungen und Durch- 
schneidungen überblickt. Dies leistet für die hydraulischen Versuche bis zu einem 
gewissen Grade die Theorie der mechanischen Aehnlichkeit und nur durch deren folge- 
rechte Berücksichtigung können die verschiedenen Versuchsreihen, die nur zum geringsten 
Teil ganz systematisch, meist mit eng begrenzten Zielen, mitunter auch mit unberechtigtem 
Anspruch auf Allgemeingeltung angestellt wurden, in ein System gebracht werden. 


1. Das Gesetz der Aehnlichkeit. Die Aehnlichkeits- oder Modellregel läßt sich 
am einfachsten dahin aussprechen, daß eine Beziehung zwischen gemessenen Größen 
dann und nur dann eine allgemein gültige Form erhält und in ihrer Tragweite richtig 
zu beurteilen ist, wenn man sie nicht als Beziehung zwischen den unmittelbar gemessenen 
Größen, sondern als Beziehung zwischen Zahlen (unbenannten, dimensionslosen Größen) 
darstellt. Wili man diesen Grundsatz auf das vorliegende Problem anwenden, so muß 
ınan zunächst an Stelle des Druck- oder Gefällsverlustes eine unbenannte (Größe als die 
gesuchte Größe (abhängige Variable) annehmen. Man gelangt zu einer solchen am ein 
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fachsten, indem man den Druckhöhenverlust mit der Geschwindigkeitshöhe v?: 29 ver- 
gleicht. Man nimmt ferner die Vorstellung zu Hilfe, daß der Druckhöhenverlust durch 
eine Oberflächenreibung zustande kommt, die am ganzen benetzten Umfang wirkt. Da 
andererseits die Schwerkraft am ganzen Querschnitt eines Flüssigkeitsstromes angreift, 
gelangt man durch diese Vorstellung zu dem Begriff des Profilradius r, gleich dem 
(Juotienten (Juerschnitt : Umfang, der für jede beliebige @Querschnittsfiorm eine eindeutige 
Größe von der Dimension einer Länge darstellt. So wird seit langem für den Druck 
verlust #7 auf der Strecke ! folgende Formel angesetzt: 
H v* 


— W Eh STE EEE 
! 291 

Hierbei ist ”» ein reiner Zahlenfaktor; der Zahlwert, der in einem jeden Fall die 
Größe ı angibt, ist unabhängig von den gewählten zufälligen Maßeinheiten und hat 
darum allgemeineren Sinn als der Zahlwert // in irgend einem Maßsystem. Die Gl. (1) 
ist dabei nichts als eine Definition von » und sagt nichts darüber aus, von welchen 
Größen ı abhängen kann. Es ist also keineswegs H proportional der Geschwindigkeits 
höhe oder umgekehrt proportional dem Profilradius gesetzt; das wäre nur der Fall, wenıı 
man ı als eine Konstante einführen würde. 


Die Zahl w kann wieder nur von unbenannten Zahlen abhängen. Es hat 
keinen allgemeinen Sinn, nach der Abhängigkeit der Größe ı von » oder r zu fragen. 
Man kann nur nach den dimensionslosen Größen fragen, welche auf w wirken, und 
welche ihrerseits © oder ” enthalten können. In dieser Gestalt ist die Frage zuerst von 
Osborne Reynolds behandelt und dann von Blasius') für glatte Rohre klargestellt 
worden. Blasius hat auch schon versucht, seine Untersuchung auf das bis dahin 
unübersichtliche Versuchsmaterial über rauhe Rohre auszudehnen. Eine Sichtung dieses 
Materials hat besonders v. Mises?) unternommen, der zum erstenmal eine dem Aehnlich- 
keitsgesetz venügende Widerstandsformel für glatte und raubhe Rohre angegeben hat. 


2. Die dimensionslosen Größen, von denen ı) abhängen kann, sind dreierlei : 


I. Verhältnisse zwischen Längen und Winkel, welche die geometrische Form 
des Strömungsquerschnittes charakterisieren. Diesem Einfluß sucht man schon durch 
Einführung des Profilradius-Begrifies in Formel (1) Rechnung zu tragen. Der Eintluß 
der Querschnittsiorm auf ı würde vollständig herausfallen, wenn jeder Teil des Umfanges 
in gleicher Weise zu den Widerstandskräften beitragen würde Dies ist nun im all- 
gemeinen freilich nicht der Fall. Das Versuchsmaterial zeigt jedoch, daß der Einfluß 
bei den gebräuchlichsten Profilen nicht sehr groß ist, und neuere Versuche von 
Schiller’) weisen nach, daß auch bei weniger einfachen Formen der Einfluß nicht 
entscheidend wirkt. 


2. Die Reynoldssche Kennzahl, die den Einfluß der Flüssigkeitsreibung 
zum Ausdruck bringt. jezeichnet » die kinematische Zähigkeit (Beibungskoeffizient 
durch Dichte der Flüssigkeit), so ist die Reynoldssche Zahl (oder reduzierte Ge- 
schwindigkeit) 


Alle Versuchsergebnisse für glatte Rohre von geometrisch ähnlicher (z. B. Kreis-) 
Form lassen sich, wie Blasius gezeigt hat, in eine einzige Kurve zusammenfassen, 
die » als Funktion von X darstellt. Die von verschiedenen Beobachtern angestellten 
Versuche bestätigen diese Folgerung des mechanischen Aehnlichkeitsgesetzes und geben 
in guter Uebereinstimmung einen Zusammenhang der sich durch die Potenzfunktion 


ı — 0,0559 R"*’ (Blasius, Kreisrohre) . . .. 
oder vw = 0,0705 R"*”' (Fromm, rechteckige Rohre) . . . (3a) 


darstellt. Die genaue Gültigkeit dieser Potenzformel weit über den Bereich hinaus, für 
den sie ursprünglich aufgestellt wurde, legt die Vermutung nahe, daß diese Form mehr 
als nur eine empirische Interpolationsformel bedeutet 


H. Blasius, Ztscehr. Ver. deutsch. Inge. 1912, S. 639 u. Forsehunegsarbeiten, Heft 131 (1913 
’, v, Mises, Elemente der techn. Hydromechanik, Leipzig 1914, S. 53 bis 65 
) L. Sehiller. diese Zeitschrift Bd, 3 (1923), S.2 f.. Abschnitt II. 
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3. Zahlen, welche die sog. Wandrauhigkeit charakterisieren. Ueber diese ist 
‚och wenig bekannt. Man findet, daß Rohre mit nicht glatter Wandung gegenüber 
latten eine Steigerung des Druckgefälles aufweisen. Bei gleicher geometrischer Form 
ınd gleicher Reynoldsscher Zahl, aber verschiedener Wandbeschaffenheit oder ver 
schiedenem Profilradius findet man verschiedene -Werte. Die mechanische Aehnlichkeit 
weier Strömungen wird also noch nicht durch die Gleichheit der Reynoldsschen Zahl 
rewährleistet. Es kommt hier noch eine Wirkung der Wandbeschaffenheit ins Spiel, 
lie sich in dem Einfluß einer »Rauhigkeitszahl« X auf die Zahl Y ausdrücken 
muß. Dabei ist aber nicht selbstverständlich — und, wie sich zeigen wird, auch nicht 
richtig —, daß es nur eine einzige solche Größe X ist, durch die man die Wirkung der 
Wandrauhigkeit immer charakterisieren kann. Wir wollen also grundsätzlich mehrere 
solche Zahlen zulassen und allgemein zunächst nur sagen, daß bei gleicher geometrischer 
"orm ı eine Funktion von W und den Rauhigkeitszahlen 8,83 ... ist. Es liegt am 
nächsten, so wie es Blasius und v. Mises getan haben, die Wirkung der Wandrauhig- 
keit mit der Größe der Wanderhebungen in Zusammenhang zu bringen und also die 
Rauhigkeitskonstante %k einer bestimmten Wand als eine Größe von der Dimension einer 
länge anzusehen, Dann erhält man eine Rauhigkeitszahl von der Form: 


k 
ie = . . . ° . : . . (4 . 


r 


Dabei ist aber nicht etwa angenommen, daß die (sröße k unmittelbar die mittlere 
Größe der Wanderhebungen mißt. k kann vor allem noch von der Anzahl der Er 
hebungen, von der Entfernung der einzelnen Erhebungen voneinander im Verhältnis zu 
ihrer Größe abhängig sein. Dieses Verhältnis könnte aber andererseits auch unmittelbar, 
also unabhängig von Absolutwerten der Erhebung, die Strömungsvorgänge beeinflussen. 
Wir kämen dann zu einer Rauhigkeitszahl fi, unabhängig von ?. 

Schließlich könnten die Wanderschütterungen einen Einfluß haben und es könnte 
dadurch etwa eine Zahl S; in die Formeln kommen, welche auch von der Geschwindigkeit 
abhängig wäre. 


3. Versuchsprogramm. Die Aehnlichkeitsgesetze, welche die Vorgänge in 
rauhen Rohren beherrschen, sind nicht nur theoretisch interessant, weil sie Anhaltspunkte 
dafür geben können, wie die der hydrodynamischen Theorie fremde Größe der Wand 
rauhigkeit aufzufassen ist, sondern auch technisch von großer Wichtigkeit, weil sie es 
ermöglichen, die an Versuchen oder technischen Einzelfällen gewonnenen Erfahrungen 
auf andere Verhältnisse zu übertragen, eine Aufgabe, welche in der Praxis täglich auf 
tritt. Insbesondere muß der Bereich, auf welchen Erfahrungen übertragen werden dürfen, 
dann klar zutage liegen, wenn die vorliegenden Verhältnisse von denen der Versuche 
weit abweichen, und vor allem ist die Uebertragung von einem Modellversuch auf 
die Wirklichkeit nur aus den Aehnlichkeitsgesetzen heraus klar zu stellen. Die Mög 
lichkeit, Modellversuche anzustellen, hat in der Praxis des Schiffbaues und des Baues 
von Luftfahrzeugen große Erleichterungen und Fortschritte gebracht. Die Frage, ob 
auch im Wasserbau Modellversuche nützlich sein können, ist daher wohl des Studiums wert. 

Der inzwischen leider verstorbene Projektleiter am Ausbau der Mittleren Isar, Herr 
Dr. Th. Rümelin, welcher der Uebertragung wissenschaftlicher Gesichtspunkte auf die 
Praxis besonderes Verständnis entgegenbrachte, veranlaßte mich, ein Versuchsprogramm 
zur Klärung dieser Frage zu entwerfen und mit dessen Durchführung zu beginnen. Die 
Versuche wurden erst durch die Mittlere Isar G. m. b. H., dann durch ein wissenschaft 
liches Kuratorium, das Dr. Rümelin für diese und ähnliche Zwecke ins Lieben gerufen 
hatte, unterstützt. Um zu erkennen, welche Zahl & die Strömung in rauhen Röhren 
entscheidend beeinflußt, mußte man die Versuchsanordnung so bauen, daß sie bei gleicher 
Wandbeschaffenheit und gleicher Reynoldsscher Zahl verschiedene Verhältnisse herzu 
stellen erlaubte. Die Möglichkeit, bei exakt gleicher Wand den Profilradius .willkürlich 
-u ändern, ergab sich am leichtesten bei einem rechteckigen Rohr von einer gegenüber 
ler Breite geringen Höhe. Die Breitseiten dieses Rechteckes bildeten 2 Platten des zu 
untersuchenden Materials, die Schmalseiten zwei exakt bearbeitete Stäbe, welche durch 
‚chrauben an den Platten befestigt und daher leicht gegen Stäbe von anderer Dicke 
‚uswechselbar waren. Durch das liebenswürdige Entgegenkommen von Herrn Geheimrat 
sommerfeld konnte diese Anordnung im Institut für theoretische Physik an der Univer 
'ität München gebaut werden. Ihre Beschreibung kann an dieser Stelle übergangen 
werden, da ihre endgültige Form in der folgenden Arbeit von Herrn Dr. Fromm be 
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schrieben wird. Die ersten Versuche wurden im hydraulischen lostitut der Technischen 
Hochschule in München von Herrn Dr. Krönert und mir angestellt. 


4. Vorversuche. Um eine einfach definierte und bedeutende Rauhigkeit zu 
erhalten, spannte ich über die beiden Platten ein Drahtnetz von 0,28 mm Drahtstärke 
und 1,34 mm Maschengröße 

. T | | 1 T Gemessen wurde der Druck 
| | | | | | abfall in Abhängigkeit von 
2 | | | RE | | ee der Reynoldsschen Zahl bis 
BT Bi Wi Pe zu R = 16000 bei Stabdicken 

30 2 | aunkischar Zglorte Wond Schichroliche 1 om & von 1,0 bis 2,5 cm. Es zeigte 
”- | „/ » Z 2 " 2om® sich eine starke Abhängig- 
| Deore: zz Re: 5 a keit der w-Werte von der 
2 77, | I ».p » Z „ "150m x Schichtdicke und somit vom 
 ryrflki „At ee Ze : ” 100m ® Profilradius, die beiBenutzung 
BR VEREIN _ — der einfach glatten Zinkplatten 
nicht vorhanden war, und 
eine starke Steigerung des 
Druckabfalls gegenüber den 
glatten Platten. Um nun zu 
untersuchen, wie weit diese 
| 02 | Abhängigkeit wirklich nur 
20 EURER BRPEESUEPERUR  ° TORNER. TOETIER VRRRRREREN der Aenderung der Schicht- 
Q | | wer | | | dieke zuzuschreiben sei, oder 
ei ob auch die Geschwindigkeit 

| bei gleicher Reynoldsscher 
| | Zahl von Einfluß sein könnte, 

ee Tr 17 ob also die Zahl Sı oder 
Dr Ta er a vr ch 1 ade | eine andere N; maßgebend 
4— 3 Pr 7 - a dit ar 9 sei, mußten die Reynolds- 

| Et | | 95 sche Zahl und der Profilradius 

| | unverändert gehalten und nur 
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die Geschwindigkeit variiert 
| | | werden. Zu diesem Zweck 
ee wurde die kinematische Zähig- 
| keit des Wassers durch Tem- 
4 peraturerhöhung mittels 
| | Einblasen von Dampf in die 
© a la ei 7 | | | | Wasserleitung erniedrigt. Die 
| B= Temperatur des Wassers 
konnte bei kleinen Mengen 
bis zu 70°, bei großen bis 
zu 40° gesteigert werden. So 
Abb, 1 gelang es, bei gleicher Rey- 
noldsscher Zahl und gleichem 

Profilradius die Geschwindigkeit auf die Hälfte zu erniedrigen. 
Die Versuchsergebnisse sind in Abb. I eingetragen; die beiden Versuchsreihen mit 
1,0 und 2,0 cm Schichtdicke sind mit warmem und kaltem Wasser durchgeführt; die an 
den einzelnen Meßpunkten vermerkten Zahlen geben die Durchflußmenge in l/sek an. Die 
Streuung ist besonders bei den Messungen mit warmem Wasser bedeutend und wohl 
hauptsächlich auf die durch den einströmenden Dampf erzeugten Unregelmäßigkeiten zu 
rückzuführen. Aber man erkennt, daß der Einfluß verschiedener Geschwindigkeit bei 
gleichem Profilradius und gleicher Reynoldsscher Zahl jedenfalls kleiner als die un- 
systematische Streuung ist, während Aenderunrg des Profilradius bedeutende Wirkungen 
hervorruft (Ueber den starken Abfall der ı»-Werte bei der Meßreihe V vergl. die Mes- 
suneen von Fromm.) Somit ist festgestellt, daß die Strömung bei einer derartigen 
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Wandrauhigkeit von einem durch die Rauhigkeitszahl N = * bestimmten Aehnlichkeits 


gesetz beherrscht wird. | 
Weitergehende Schlüsse über die Form der Abhängigkeit des ® von $ı möchte 
ich aber nicht ziehen; denn die Fortführung der Experimente zeigte in diesen Vorver- 
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suchen Mängel, die einer exakten Auswertung hinderlich sind. Die Messung der Durch- 
ußmenge mit Hilfe eines Poncelet- Gefäßes von recht kleinen Dimensionen war nicht sehr 
senau. Vor allem aber war die Befestigung des Drahtnetzes auf den Zinkplatten nicht 
sleichmäßig genug. Die Versuche mit gleicher Schichtdicke und mit verschiedener Ge- 
schwindigkeit sind dadurch kaum gestört. Dagegen konnte das Netz, das nur durch die 
Schrauben mit den Eisenstäben an den Platten festgespannt war, beim Auswechseln der 
Kisenstäbe doch Versehiebungen erfahren, welche — wie spätere Versuche zeigten 
auf die Größe w, in welcher Fehler viel deutlicher zum Ausdruck kommen wie in der 
Druckhöhe selbst, einen nennenswerten Einfluß haben konnten. 


5, Die Versuche von Fromm. Die wichtigste Aufgabe lag nun in der Ver 

feinerung der Versuche und der Feststellung der Funktion 

v—=w(N,Kı) BEN Tr (5) 

in einem weiteren Bereich und für mehrere Wandbeschafienheiten. Hat man bei einer 
bestimmten Wandbeschaffenheit durch Anwendung verschiedener Profilradien diese Funktion 
bestimmt und mißt nun mit einer anderen Wandbeschaiienheit bei irgend einem Profil- 
radius den Druckabfall, so kennt man % und ® für den betreffenden Fall. Zwei Werte 
von w und ®R gehören aber nach Gl. (5) nur zu einem bestimmten Wert von Si, welchen 
man also aus der Messung des Druckabfalls berechnen kann. Wenn auch der Profil- 
radius bekannt ist, so folgt ferner aus Sı die Rauhigkeitslänge k nach Gl. (4). So 
gelangt man also zu einer bestimmten Meßvorschrift für die hydraulische 
Rauhigkeit und kann diese auch im Modellversuch bestimmen, wenn man nur die 
Funktion (5) ein- für allemal bestimmt hat. 

Die Aufgabe, dieses Programm durchzuführen, unternahm Herr Dr. Fromm, 
nachdem Herr Prof. v. Kärmän den Aufbau einer verbesserten Versuchsanordnung im 
\erodynamischen Institut der Technischen Hochschule Aachen ermöglicht und in tat 
kräftiger Weise gefördert hat!). Die Hauptergebnisse waren die folgenden: 

ı. Für eine Reihe von metallischen Wänden (Drahtnetz, sägeartig bearbeitetes 
Zinkblech, zwei Arten Waffelblech) findet sich ein von X unabhängiger {-Wert; nur 
in einem mehr oder weniger großen Uebergangsgebiet der Reynoldsschen Zahlen, in 
welchem noch eine laminare Strömung, wenigstens am Einlauf, sieh ausbilden kann, 
findet sich ein Ansteigen oder Abfallen der w-Werte, das wahrscheinlich zum größten 
Teil auf einen Anlaufstreckenefiekt zurückgeführt werden dürfte. Die Abhängigkeit vom 
Profilradius bei bestimmter Wandbeschaffenheit zeigt, daß nur eine Zahl \ü, = “ maß- 

r 
sebend ist. Das gesuchte Gesetz für Y lautete im Bereich der Reynoldsschen Zahl 
von der Größenordnung 10 bis 30 000 

a ni Rt N 


in guter Uebereinstimmung mit einer an obige Formel (3) bezw. (3a) anknüpfenden Aehn 
lichkeitsbetrachtung von v. Kärmän?) und Prandtl. Für die 4 Materialien, mit denen 
Fromm gearbeitet hat, ist somit die Länge k mit befriedigender Genauigkeit bestimmt. 

2. Bei Abwalzung des einen der Frommschen Waäflelbleche zeigte sich ein ganz 
anderes Verhalten. Einesteils wurde im ganzen Meßbereich kein konstanter von W 
unabhängiger w-Wert erreicht; andererseits verschwand die Abhängigkeit vom 
Profilradius. Bei gleicher Wandbeschaffenheit und gleicher Reynoldsscher Zahl fand 
sich derselbe Wert von %, aber ein erheblich größerer Wert als bei den glatten Rohren 
mit derselben Reynoldsschen Zahl. Der Wert hing stark vom Grade der Abwalzung 
ab. Das Aehnlichkeitsgesetz der Rauhigkeit wird also in diesem Falle von einer Zahl 
\\o beherrscht, in welcher der Profilradius nicht vorkommt, welche also nicht von der 
(sröße der Wanderhebungen, sondern nur etwa von dem Verhältnis derselben zu ihrer 


gegenseitigen Entfernung abhängig sein kann. 


6. Die beiden Arten von „Rauhigkeit”“. Es liegt zunächst nahe, anzunehmen, 
daß auch die Meßergebnisse an den abgewalzten Wafielblechen sich ohne allzu großen 
Zwang einem Aehnlichkeitsgesetz $, einfügen würden, wenn man nur zu größeren 
Reynoldsschen Zahlen übergehen könnte; daß die Unabhängigkeit vom Profilradius nur 
daher rühre, daß die (w-W)-Kurven für verschiedene fi eng zusammenrücken und daß k 


 K. Fromm, in dem folgenden Aufsatz dieses Heftes 
2) Th. v. Kärmän, Ueber laminare und turbulente Reibung, diese Zeitschrift Bd. 1 (1921) 


S. 255 Abs. 8 
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vom Grade der Äbwalzung sehr empfindlich abhänge, daß also durch die Abwalzung des 
Frommschen Waiielbleches vom Zustand C zu Zustand D eine weit größere Wirkung 
auf Sı erzielt werde, als durch die Aenderung der Schichtdicke von 1 auf 3 cm. Die 
Durchsicht des anderweitig vorliegenden Versuchsmaterials überzeugt mich aber davon, 
daß diese Deutung nicht richtig ist, und daß man zwei verschiedene Ärten von 
Rauhigkeit annehmen muß, deren Gesetze in den Kurver der Abb. 2 und 3 deutlich 
werden. Die Einordnung der teilweise sehr guten Versuche früherer Beobachter in eine 
einzige Kurvenschar wie sie in allen empirischen Formeln vorausgesetzt wird 
erweist sich als ganz unmöglich. Die Kurven schneiden sich und gehen durcheinander 
in viel höherem Maße, als es den Versuchsfehlern entsprechen dürfte. Dagegen ordnen 
sich die Versuchsergebnisse ganz zwanglos in zwei Scharen, welche von Aehnlichkeits- 
gesetzen \, und is» beherrscht werden: 
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\bb. 2 
| Blasius nach Saph-Schoder u. a., Gl. (3). — la Fromm, Gl. (3a). — 2 bis 9 Fromm; Draht- 
netz, rechteckiger Querschnitt; r 1,25 bis 15,7 mm. — 10 bis 13 Fromm; Waffelblech, rechteckiger 
Querschnitt: r t,2 bis 14,6 mm. I4 Marx, Wing, Hopkins, Trans. of amer, eivil erg. 44 (1900); 
Holzröhre r = 460 mm, nach zweijährigem Gebrauch (s. Abb 5b) Temperaturangaben ungenau. — 15 Fitz- 
eerald nach Biel, Forsch. d. V. d. I. 44 (1907): r 305 mm. — 16 bis 19 Darey, Recherches exp. 
Paris 1857 (16 r 8,98 mm; 17 r= 9,10 mm; 18 r=7,42mm; 19 r=125 mm; bei 19 fehlt Tempe- 
raturangabe; die Punkte für W<8-10% streuen sehr stark). — 21 bis 28 Zement; entnommen aus 
F.Scobey, U.S. Dep. of agrieulture Bull. 352 (1920), Temperaturangabe fehlt (21 Scobey, Pomona 
Calif.|, r = 108 bezw. Sl mm; 22 Sceobey, Temescal Water Co., Corona [Calif.), r= 195 mm; 23 Bazin, 


kurzer Versuchskanal, Dijon, besonders glatt, r= 211mm; 24 Sceobey, Victoria aqueduct, Canada, be- 
sonders glatt, aber viel Krümmungen, besonders günstige Versuchsbedingungen, r= 272mm; 25 Moore. 
Wallkill-Tunnel, Catskill aqueduet, N.-Y., r 1130 mm; 26 Johnston, Ontario Power Co., r = 1400 mm: 
27 Budau, Zementwerke Perlmoos |Oesterreich|, r 562 mm). — 28 bis 31 Bazin, Me&em. pres. A V’ac. 
des sciences 19 (1865); Rauhigkeit, erzeugt durch Bretter von 1,0 em Dicke und 2,7 em Breite, welche 
ınit Lücken von 5,0 em in den rechteckigen Holzkanal (Abb. 3, Nr. 17) genagelt waren. — 32 bis 24 
Bazin, wie 28 bis 31; nur waren hier die Lücken nur 1.0 em breit, Widerstand wesentlich kleine: 
als bei den vorigen Messungen. — 35 bis 36 Petit, Eisenblech, entnommen aus Ombeck a. a. O.. 
r=111l und r I50 mm. — 37 bis 35 Schiller, diese Zeitschrift, Bd. 3, 1923, S. 21f., Abschnitt II. 
Nur die Messungen an den kleinsten Rohren (r = 20 mm) sind eingetragen Die andern zeigen Erschei- 
nungen, die sich weder den Gesetzen der Abb. ?. noch denen der Abb. 3 oder 4 einfüren. Eine Er 
klärunge dafür kann ich nicht geben. 


I. Abb. 2 vereinigt alle Versuche an rauhen Eisenröhren, Zement, Waffel- 
blech, Drahtnetz. Das Gesetz der Unabhängigkeit der w-Werte von \ tritt, außer 
für die ersten wohl ohnehin etwas unsicheren Punkte einer Versuchsreihe, deutlich hervor. 
Ob auch die Art, wie sich die einzelnen Kurven dem Werte = konst. annähern, Gesetz- 
mäßigkeiten befolgt, oder ob die Abweichungen nur von Zufälligkeiten in den Versuchs- 
anordnungen herrühren, läßt sich nicht entscheiden. Jedenfalls scheint es gesetzmäßig 
zu sein, daß die (W-N) Kurve für glatte Rohre nie unterschritten wird. Das Gesetz (6) 
läßt sich an den meisten Versuchsreihen nicht klar prüfen, da die Gleichheit der Wand- 
beschafienheit bei verschiedenen Profilradien meist durch nichts gewährleistet ist. Die 
Beschaffenheit der Rohre war meist eine zufällige. Eine Ausnahme machen die mit den 
Zahlen 29 : 34 bezeichneten Messungen von Bazin, bei welchen die Rauhigkeit künstlich 
durch Benageln der Holzrinne mit Brettern von 10 cm Breite und I cm Dicke, welche 
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bei den Reihen 28 : 31 in 50 cm Entfernung voneinander, bei den Reihen 32 . 34 in 
10 cm Entfernung voneinander angebracht waren, erzeugt wurde. Die von Bazin ange- 
ebenen -Werte befolgen ein Potenzgesetz, aber nicht das obige, sondern ı cv fü, ', welches 
Forchheimer seiner empirischen Formel für den Gefällsverlust in großen Gerinnen 
zugrunde gelegt hat. Bazin scheint aber die Tiefe immer bis zur Sohle gemessen, also 
den Profilradius bei Berechnudg der ı-Werte so eingesetzt zu haben, wie wenn die 
hineingenagelten Bretter nicht vorhanden wären. Bestimmt man den Profilradius (so wie 
Fromm es tut) aus dem Volumen der Flüssigkeit, so ändern sich die w-Werte gegenüber 
Bazin und es ergibt sich bei den Meßreihen 32 : 34 p co &%”°, während die Korrektion 
bei den Meßreihen 28 : 31 unbedeutend bleibt. Die Bazinschen Messungen bestätigen 
also das Gesetz (6) nicht gerade, aber sie widersprechen ihm auch nicht entschieden. 

Wir wollen diese erste Art der Wandwirkung auf den Druckverlust als Einfluß 
der »Wandrauhigkeit« schlechthin bezeichnen. 


2. Alle Messungen an Holzröhren und asphaltierten Eisenröhren fügen sich 
zwanglos den von Fromm am gewalzten Waiftelblech beobachteten Gesetzen. Besonders 
die Messungen von Bazin an einem Holzgerinne (19) sind in dieser Hinsicht interessant, 
da sie wie die Frommschen mit rechteckigen Profilen (allerdings an ofienen Gerinnen) 
und mit verschiedenen Profilradien bei gleicher Reynoldsscher Zahl angestellt wurden. 
Dies wurde durch Einstellung verschiedener Gefälle am unveränderten Gerinne erzielt. 
Auch hier zeigt sich die volle Unabhängigkeit des ı vom Profilradius und somit 
die Regelung der Verhältnisse durch eine Zahl f,. Eine Annäherung an w==konst. bei 
großen Reynoldsschen Zahlen ist nicht festzustellen; nur die bei I > 10° angestellten 
Messungen von Scobey lassen vielleicht eine solche Neigung erkennen. Wir wollen 
diesen Wandeinfluß als »Wandwelligkeit« bezeichnen. Abb. 3 zeigt das verfügbare 
Material; es sieht so aus, wie wenn ein Potenzgesetz für Y in Abhängigkeit von ti diese 
Vorgänge regeln würde, wobei der Exponent von Si; abhinge. Ein derartiges Gesetz glaubte 
auch Ombeck!) aus seinem Material schließen zu können; allerdings ist die Zugehörigkeit 
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Abb. 5 
| bis 1a Blasius bezw. Fromm, glatte Wandune. — 2 Fromm, zewalztes Waffelblech, Zustand B 
r 4,385 mm, Abhängeiekeit von r nachweisbar, aber sehr klein. — 3 bis 4 Fromm, weiter gewalztes 
Watfelblech, Zustände € und D, Unabhängigkeit von r. 5 Marx, Wing, Hopkins, Trans. ot 
amer. eiv. eng. 40 (1898), Temperaturangabe unsicher. 6 bis 18 Holzröhren, entnommen F.Scobey., 
U. S. Dep. of agrieulture Bull. 376 (1916), Temperaturangaben fehlen (6 Hamilton Smith, New 
\lmaden, Cal, r= 8,15 mm; 7 bis 10 Moritz, Sunnyside projekt, Washington, r = 52 bezw. 52 bezw. 91 
bezw. 116 mm; 11 Moritz, Mablon pressure pipe, r=360 mm; 12 dasselbe ein Jahr später, die Ver 


schiedenheit von !1 und 12 könnte durch eine Temperaturverschiedenheit von etwa 7° bewirkt sein; 
13 Moore, Sunnyside projekt, Washineton, r—=204 mm; 14 Teilstrecke von 13, die Abweichung kann 
wohl nur zum Teil auf Temperaturverschiedenheit beruhen, die Strecke 13 war offenbar nicht sehı 
gleichmäßig; 15 bis 16 Noble, Seattle water works, Washington, r = 288 bezw. 351 mm; 17 Scobey 
Salmon River Power Co., New York, r = 930 mm; 18 Scobey, Northwestern Elecetrie Co., Washington 

—= 1040 mm). Scobeys empirische Formel für Holzrüöhren zeigt vw nur von MN abhängig und stimmt 
mit Bazin (19, 20) gut überein. — 19 Bazina. a. O. (Abb. 2), offenes Holzgerinne mit rechteckigem 
Quersehnitt bei drei verschiedenen Gefällen gemessen. Diese Messungen sind wohl als die exaktesten 
eben den Fromm schen anzusehen. Bei gleichem R findet sich keine Abhängigkeit von r. 20 Bazin 
halbkreisförmiges offenes Gerinne. Diese Kurve hat nur Sinn unter der Voraussetzung, daß vw nur von H 
abhängt; denn r ist für jeden Meßpunkt ein anderes. 21 bis 24 Darcy a. a. O. (Abb. 2), Rohre 

von asphaltiertem Eisenblech, r = 6,7 bezw. 20,6 bezw. 49,0 bezw. 71,2 mm. 


), Ombeek, Druekverlust strömender Luft in geraden zylindrischen Rohren, Forschungsarbeiten 
d. V. d. I. 158/159 (1914). 
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dieses Materials zu dem Wandwelligkeits-Typus nicht sicher. Als ein (Grenzfall dieser 
Art von Strömungen ist die Strömung in einem glatten Rohr anzusehen. Vielleicht liegt 
in diesem Verhalten ein Hinweis darauf, daß das Problem der turbulenten Strömung nur 
durch Annahme einer gewissen Wandwelligkeit richtig durchschaut werden kann und daß 
die turbulente Strömung in glatten Gerinnen überhaupt nur als ein solcher Grenzfall auf- 
gefaßt werden kann. 


3. Eine Sonderstellung nehmen die Messungen mit gezogenen Metallröhren 
ein, welche in Abb. 4 dargestellt sind; die von Saph-Schoder benutzten gezogenen 
Messingrohbre sind als ganz glatt anzusehen; sie lagen bei Aufstellung der Blasiusschen 
Formel (3) hauptsächlich zugrunde. Die Messungen an gezogenen Zink- und Eisenrohren 
zeigen bei kleinen Reynoldsschen Zahlen ein ähnliches Verhalten wie das durch 
Wandwelligkeit bestimmte, bei 
großen Reynoldsschen Zahlen 
aber entschieden das durch 
Wandrauhigkeit bestimmte; auch 
bei den als neu vom Beobachter 
bezeichneten verzinkten Eisen 
rohren tritt ein derartiges Ver- 
halten hervor. Vielleicht muß 
man diese Kurven so auffassen, 
—— daß bei kleinen Reynoldsschen 
Zahlen nur die erstere Strö- 
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Abb. 4 letztere stabil ist, und die beiden 


plötzlich ineinander übergehen. 


und la Blasius bezw. Fromm, glatte Rohre. 2 bis 3 Lang, i r 
Kupferrohr, r 1,23 bezw. 1,57 mm, entnommen aus Biel a.a. ©. Aber ob diese Auffassung wirk- 
(Abb. 2). { bis 7 Saph und Schoder, verzinktes Eisenblech, lich richtig ist, kann auf Grund 

222 bezw. 3.08 bezw. 3,98 bezw. 5.04 mm. entnommen aus des vorliegenden Materials nicht 
Blasiusa.a.0. — 8 bis 9 Darey a. a. O. (Abb. 2), gezogenes entschieden werden, vor allem, 
Fisen, r= 3,05 bezw. 9,55 ınm. I0 bis 11 Darey. neues da man aus dem Versuchs- 
Gußeisen, r 24,8 bezw. 34,2 mm. (Diese sehr zuverlässigen material nicht sieht, ob die 
Meßreihen legen den Gedanken an einen plötzlichen Umschlag w-Werte vor Erreichung des 
aus dem einen in den andern Strömungszustand besonders nahe.) konstanten !)-Wertes bei gleicher 

I2Ombeeka.a. (),, Druckverlust strömender Luft in geraden hi ö 
zylindrischen Röhren, Schmiedeeisen geätzt, r= 4,98 mm. 13 Wand WERER Profilradius unab- 
bis 14 Fritzsche, Schmiedeeisen, r = 6,45 bezw. 9,75 mm (nach hängig sind oder nicht. Jeden- 
Ombeck). 15 bis 16 Petit, neues verzinktes Eisenblech, falls sind ja die beiden in den 

"= 65,0 bezw. 34,5 mm (nach Ombeck). Abbildungen 2 und 3 niederge- 


legten Gesetzmäßigkeiten der 
Ausdruck für zwei verschiedene Formen der turbulenten Strömung, welche sehr wohl an 
kritischen Punkten ineinander übergehen können. Die durch Wandwelligkeit beherrschte 
Strömung weist wohl einen höheren Grad von Ordnung auf als die andere. Man könnte 
in Ermangelung klarer Vorstellung an Eigenschwingungen denken, die durch die Wand- 
beschaffenheit bestimmt sind. Das durch die Wandrauhigkeit erzeugte Druckgefälle ist 
vermutlich nur durch den hydrodynamischen Widerstand der Wanderhebungen bestimmt, 
wie es auch im Sinne der erwähnten Gesetzmäßigkeiten von Prandtl und v. Kärmän 
lieet. Auch die Analogie der beiden Rauhigkeitsarten mit den verschiedenen Strömungs- 
formen am Widerstandskörper ist naheliegend. 

Durch welche Umstände die Zugehörigkeit einer Strömung zum einen oder 
anderen Typus bestimmt wird, läßt sich auch nur vermuten. Entweder es ist die Größe 
des Verhältnisses: Erhebung zu gegenseitiger Entfernung der Erhebungen maßgebend, 
welches bei den Strömungen vom Typus der Wandwelligkeit erheblich kleiner ist, oder 
es ist die Art der Wanderhebungen maßgebend, welche beim Wandwelligkeitstypus 
runder und sanfter sein muß. Die erstere Auffassung wird durch Fromms Ergebnisse 
nahe gelegt, für die letztere Auffassung sprechen die beiden Versuchsreihen, die in Abb. 5 
niedergelegt sind: Fromm hat das Drahtnetz durch eine Paraffinschicht an die Zink- 
platten angedichtet. Solange das Paraffin noch fest am Drahtnetz saß und alle harten 
Uebergänge und Widerstände ausglich, fand sich die Kurve 1 der Abb. 5a. Nach Weg- 
schwemmung des Paraffins durch das Wasser ergab sich die Kurve 2, die dann immer 
wieder gemessen wurde. Die Kurve 1 der Abb. 5b zeigt die Messungen von Marx- 
Wing und Hopkins an einer neuen Holzröhre. An derselben Röhre, deren Wand durch 
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Gebrauch unregelmäßiger geworden war, ergab sich nach zwei Jahren die Kurve 2 der 
\bb. 5b. In beiden Fällen war die Wirkung der Wandwelligkeit durch Rauherwerden der 
Wand in eine Wandrauhigkeitswirkung umgewandelt worden, wodurch der l>ruckabfall 


'e nach der Reynoldsschen Zahl vermehrt oder vermindert war. 


Leider fehlte in beiden 


Fällen die Messung mit verschiedenen Profilradien, so daß das Hauptkriterium für das 


\uftreten des Wandwellig- 


























keitstyps, die Unabhängigkeit | BF | ” 
vom Profilradius, nicht nach- n | x mil forafin BR 
rewiesen ist. Allgemein muß Q | a“ onach Wegschwermmung 0es orafırs 
man wohl sagen, daß jede I | DE: | 
Strömung mit rauhen Wänden At CH ST 7 
von beiden Rauhigkeitszahlen | I, | 

Ki und 8 beeinflußt wird; Zen) - 

daß nur in den meisten bis- | .&:n0"* 

her gemessenen Fällen die 2 94 08 12 16 20 





eine Wirkung bei weitem die Abb. 5a 
andere überwiegt, so daß jedes 
der beiden Aehnlichkeitsgesetze für sich herrscht. Einen Uebergang, bei welchem beide 
Wirkungen zur Geltung kommen, scheinen die Versuche von Fromm an Waffelblech II 
in den Zuständen A und B zu bedeuten. 

Unsere Zusammenordnung des vorliegenden Materials kann also zunächst nicht viel 
mehr bieten als einige provisorische Gesichtspunkte, unter welchen man die Versuche 
ansehen kann, und welche „ 


als Grundlage weiterer Ver- 
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Lage, den Druckabfall mit 
der Genauigkeit vorherzu- 
bestimmen, welche die Na- 
tur des Problems verlangt. Die Grenze für die praktisch wünschenswerte Genauigkeit 
ist ja durch die Aenderung infolge Verrostens oder anderweitiger Abnutzung gegeben; 
aber es ist wichtig, auch diese Grenze quantitativ kennen zu lernen, und für die theo- 
retische Forschung sind exakte Messungen unerläßlich. Es ist noch eine große Anzahl 
von Versuchen notwendig, bis die grundlegenden w-N-S-Diagramme im Bereich der tech- 
nisch vorkommenden Strömungen bestimmt sind. Solche Versuche im größeren Maßstabe 
sind im Aerodynamischen Institut Aachen in Vorbereitung. Vielleicht regen diese Aus- 
führungen auch an anderer Stelle zu weiteren Versuchen an. 


7. Bemerkungen über die empirischen Formeln der Hydraulik. Aus den 
Diagrammen der Abb. 2 bis 4 kann man ohne Mühe für gewisse Bereiche einfache 
empirische Formeln herleiten; eine einzige Formel, welche beide Arten der Rauhigkeit 
und alle praktischen Bereiche der Reynoldsschen Zahlen umfaßt, ist beim jetzigen Stand 
unserer Kenntnisse nicht erhältlich. Die empirischen Formeln sind meist ohne bewußte 
Berücksichtigung des Aehnlichkeitsgesetzes und ohne klare Abgrenzung des Gültigkeits 
bereiches abgeleitet. Die einzige Formel, für welche das nicht gilt, ist die von v. Mises, 
welche nur eine Rauhigkeitszahl &, annimmt und die absteigenden Teile der w-Ni-Kurven 
als Annäherungen an Bereiche % — konst. auffaßt; sie lautet in unserer Schreibweise: 
300 


V2R 
Diese Formel kann, da sie nur das Aehnlichkeitsgesetz der »Wandrauhigkeit« 
enthält, nur auf die in den Abb. 2 und vielleicht 4 vereinigten Meßergebnisse angewand 


Abb. >b 
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werden. Verwandt mit dieser Formel ist die von Biel'), welche ohne Berücksichtigung 
der Aehnlichkeitsgesetze von Biel in der Form gegeben ist: 


10’ 2y (912 Ri = 
Vr vuV r 


Mit Berücksichtigung der Aehnlichkeitsgesetze muß man diese Formel schreiben: 
br 
VRR, 


Soll also die Formel nur den einen Rauhigkeitsparameter N, enthalten, so müßte das 
Produkt der beiden von Biel angegebenen Konstanten bf unabhängig von der Wand 
beschaffenheit sein. Dies ist nun nach Biels Angaben der Fall für das Versuchsmaterial, 
das Biel in seine mittleren Rauhigkeitsgrade II bis IV einordnet, (fo 150), aber nicht 
für I und V. Man kann auch bf als einen weiteren Rauhigkeitsparameter Si, auffassen: 
doch scheint auch dann die Form der Gleichung nicht sehr geeignet zur Darstellung der 
Wandwelligkeitserscheinungen (Abb. 3). Die langsamere Annäherung an das Gesetz 
ı = konst. bei geringeren $t,-Werten, welche in der Bielschen Formel gegenüber der 
Misesschen zum Ausdruck kommt, kann man vielleicht aus Abb. 4 herauslesen. Zwingend 
ist diese Folgerung aber nicht. 

Manche Formeln der Praxis, wie z. B. die viel verwendete von Kutter und 
Ganguillet, sind schon dadurch sinnlos, daß dieselbe Maßzahl, welche die Rauhigkeit 
charakterisieren soll (r bei K. und G.), in derselben Formel als Länge und als dimensions 
lose Zahl vorkommt. Brauchbarer scheinen die sog. abgekürzten Formeln (Bazin, Kutter), 
welche ' nur als Funktion von r geben, also die Rauhigkeitszahl \ü, zugrunde legen. 
Sie sind natürlich nur für Wandrauhigkeit (Abb. 2) und für große i verwendbar. Andere 
Formeln, wie die von Lang und von Ombeck’), sind bei Wandwelligkeit zu gebrauchen 
(Abb. 3), sowie auch bei gezogenen Röhren mit nicht zu großem ti (Abb. 4), wofür sie 
ursprünglich aufgestellt sind. 

In jüngster Zeit sind Potenzformeln besonders beliebt, welche nach dem Vorbild 


10° w— 24 [0,12 + Vi 
\ 


” MH .. \ . L} 
der alten Chözyschen Formel »—=eYr.J (c eine Konstante, J= , Gefälle) gebildet sind. 
Man schreibt: OOHEE 0° ER: 


Besonders Forchheimer‘) hat das Versuchsmaterial unter dem Gesichtspunkt einer 
solchen Formel durchgearbeitet und schlägt für große Gerinne, also große Reynoldssche 


Zahlen u —=0,7 ı 0,5 vor. In unserer Schreibweise müßte eine solche Potenzformel 
” \ NE 7 DH L \ X —. 
lauten: vw — konst. RS’ — konst. Mr”, 


wobei die Konstante noch von der Wandbeschaffenheit (St,) abhängen kann. Zwischen 
ı und » einerseits und x und „ andererseits bestehen die Beziehungen: 


| u 1 
7 u — R U — ’ ö 5 


_ 


1 s v 
Exponenten zu finden, welche unter allen Umständen brauchbar sind, ist ausgeschlossen 
aber für die Grenzfälle sind die Potenzformeln heute entschieden allen anderen vorzuziehen 
So gilt für ‘glatte Gerinne nach Blasius (5): 
= — 0,25 ya oder v== 0,57 u = 0,71 
bezw. nach !romm (3a): ® 
I = 0.37 y==0 oder = 0,58 HB == 0,73 


Für die in Abb. 5 angeführten Messungen an Holzröhren interpoliert Scobe\v 

u = 0,65, r — 0,556; dies bedeutet & = — 0,20, y = — 0,03. Natürlich ist dieser y-Wert 
0 zu setzen in Uebereinstimmung mit unseren Darlegungen zu Abb. 3. Denn ein 
Anwachsen von 7 mit r ist natürlich nicht möglich. Auch einige andere von Forch- 
heimer zitierte Interpolationsformeln können deswegen keine Gültigkeit beanspruchen 
da sie auf negative y-Werte führen. Für den Bereich der Unabhängigkeit von X (Abb. 2, 
c=(0, r— 0,50) gilt nach Forchheimer “= 0,70, y=0,40, nach Fromm u = 0,61 


) Biel, Forschungsarbeiten des V.d. I, Heft 44 (1907). 
Zitiert bei Fromın, dieses Heft. S. 356. 


„ 
) 


Ph. Forcehheimer, Durchfluß des Wassers, Springer 192: 
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y = 0,514. Letztere Zahlwerte sind wohl besser experimentell gestützt als erstere; doch 
sind die praktischen Unterschiede nicht so bedeutend, wie die Empfindlichkeit der 
Exponenten 4 und y vermuten läßt, wenn man nur die Anwendung der Formeln auf 
das Gebiet der ı-N-Ebene beschränkt, für das sie aus den Versuchen abgeleitet sind. 
Die empirischen Formeln sind leere Hüllen, solange für die Koeffizienten, welche die 
Wandbeschaffenheit charakterisieren (k, Si), keine sicheren Messungen vorliegen. Solche 
sind nur zu erhalten, wenn bei Ausführung und Auswertung der Versuche den Forde 
rungen der mechanischen Aehnlichkeitsgesetze Rechnung getragen wird. 286 


Strömungswiderstand in rauhen Rohren. 
Von K. FROMM in Düren (Rhld.). 


(Mitteilung aus dem aerodynamischen Institut der Technischen Hochschule Aachen.) 


bei einer Strömung in rauhen Rohren systematisch zu untersuchen. Die theore 
tischen Grundlagen der Untersuchungen, die in der voranstehenden Abhandlung 
von L. Hopf dargelegt sind, sollen hier nicht wiederholt werden. 


A der Versuche war es, den Einfluß der Wandrauhigkeit auf das Druckgefälle 


I. Versuchsanordnung und Meßverfahren. 


1. Allgemeine Anordnung der Versuche. Das Versuchsrohr besteht aus zwei 
4 mm starken Zinkplatten, 2 m lang und 20 cm breit, welche an den Enden mit Winkel- 
flanschen versehen wurden. Zwei Eisenschienen von rechteckigem Querschnitt werden 
zwischen die Platten gelegt und durch eine große Zahl von Schrauben mit diesen 
verbunden. Der erzeugte Strömungsquerschnitt hat eine Breite von 5 = 15 cm, während 
die Dicke der Schienen s= 7,5; 10; 15; 20; 25 mm beträgt. Durch Einsetzen der 
verschieden dicken Schienen als auch durch Kombination mehrerer Schienen verschiedener 
Dicke konnte die Rinnenhöhe verändert werden, wobei die geometrische Form der 
Strömung in allen Fällen mit großer Annäherung dieselbe bleibt, da die Breite der 
Strömung im Verhältnis zur Höhe sehr groß war. 
Um die Abhängigkeit des Koeffizienten % in der Formel 
h | 


m 0 — 
l r 2g 


(1) 

zu bestimmen, müssen die mittlere Strömungsgeschwindigkeit vo und das Druckgefälle 
bei einer Meßstrecke / und dem Profilradius r ermittelt werden. Um die Zähigkeitszahl » 
(kinematische Zähigkeit) des Wassers richtig einsetzen za können, war eine Thermometer 
ablesung nötig; die Zähigkeitszahlen sind dann den Angaben von Blasius') entnommen. 
Die mittlere Geschwindigkeit » ergibt sich aus dem Verhältnis von sekundlicher Durch- 
flußmenge Q durch den Rinnenquerschnitt #. F ergibt sich aus dem Produkt Rinnenhöhe 
< Rinnenbreite. Die durch Versuch zu ermittelnden Größen erstrecken sich also auf 
Wassermengen- und Temperaturmessung, auf Rinnenabmessung nach Länge und Quer 
schnitt und auf Druckgefällemessung für eine bestimmte Meßstrecke / der Rinne. Die 
Gesamtversuchseinrichtung ist aus Abb. 1 ersichtlich. Die Wasserströmung nimmt folgenden 
Verlauf: Durch ein 2"’-Gasrohr gelangt das Wasser zu dem Hauptabsperrschieber b, durch 
welchen die der Versuchsrinne zuströmende Wassermenge reguliert wird, passiert den 
Dreiweghahn © und ergießt sich in den 5,75 m hoch über dem Fußboden befindlichen 
Hochbehälter d, welcher bis zum oberen Rand der Trennwand e aufgefüllt sein muß, 
damit das Wasser unter konstantem Druck der Versuchsrinne zufließen kann. Die Kon- 
stanz des Druckes ist dadurch erreicht, daß das Wasser im Hochbehälter bei stärkerem 
Zufluß als notwendig über die Trennwand überfließen kann und durch das 1'/,’-Ueber 
lauf-Gasrohr ins Freie dem Abfluß zufließt. Aus dem Hochbehälter selbst fließt das 
Wasser durch die im Boden befindliche runde Düse f in ein 2!/,’-Gasrohr dem Regulier- 
schieber » zu, durch welchen die Wasserströmung eine Feinregulierung erfährt. Das 
Wasser ergießt sich dann in den 1,5 m langen, 25 cm hohen und 20 em breiten Beruhigungs- 
kessel 4, welcher mit dem Windkessel j versehen ist. In dem höher gelegenen Teile 
des Kessels ist vertikal ein Glasrohr von 50 mm lichte Weite eingebaut, durch das die 
vom Wasser mitgeführte im Beruhigungskessel sich sammelnde Luft nach oben entweichen 
kann. Der Wasserstand im Glasrohr selbst stellt ein Maß für den im Beruhigungskessel 


) Blasius, Forsehungsheft 131, herausgeg. v. Ver. deutsch. Ingenieure 1913 
) ! BeB 
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herrschenden Wasserdruck dar und bestimmt mit das Maß der Regulierung durch den 
Regulierschieber 2. Kine derartige Entlüftung erwies sich als dringend notwendig, da 
größere mitgeführte Luftmengen die Meßergebnisse trüben können, einesteils dadurch, 
daß die Wasserströmung stoßartig erfolgt, andererseits dadurch, daß die Luft in den 
Zuführungen zu den Manometern sich festsetzt. An dem diüsenförmigen Ende des 
Beruhigungskessels sind Winkelflansche ähnlich denen des Versuchsrohres p angebracht, 
an denen das Versuchsrohr selbst durch Verschraubung befestigt wird. Die Dichtung 
erfolgt durch eine Gummiplatte, welche die rechteckige Oeiinung, 160 x 33 mm, des 
Beruhigungskessels frei läßt. In den Winkelflanschen selbst sind längliche Bohrungen 
angebracht, so daß das Versuchsrohr p bei Rinnenhöhen bis zu 32 mm max. angeschlossen 
werden kann. Die Rinne besitzt eine Länge von ?2 m, liegt horizontal auf dem 
Tische o und wird hier für jeden vorzunehmenden Versuch mit der Wasserwage ein- 
gerichtet. Aus dem Versuchsrohr selbst strömt das Wasser durch die offene Rinne r dem 
Auffanggefäß s zu, in welchem vermittelst eines Quecksilberthermometers die Wasser- 
temperatur Z, ermittelt wird. Von hier strömt das Wasser durch die mit Kielflossen 
versehene Ueberlaufrinne / dem Sammeltopf u zu und von hier durch das Lochblech v 
in das Poncelet-Gefäß w. Von hier tritt das Wasser durch die scharfrandige Düse x 
ins Freie und wird durch die Abflußrinne y abgeführt. 


2. Wassermengenmessung. Die im aerodynamischen Institut der Technischen 
Hochschule zur Verfügung stehende _ Wassermenge betrug im Durchschnitt 10 l/sek. Für 
die Wassermengenmessung wurde ein Poncelet-Gefäß mit zwei vertikal angeordneten 
scharfrandigen Düsen verwandt. An einer kommunizierenden Glasröhre konnte mit Hilfe 
einer Millimeterskala der Wasserstand im (refäß über der Diüsenmitte abgemessen werden. 
Für die Poncelet-Gefäßöffnungen wurden Verschlußplatten vorgesehen, so daß sowohl 
Düsen vom gleichen Durchmesser gleichzeitig für große Wassermengen als auch eine 
allein für kleinere benutzt werden konnten. Auf diese Weise ergab sich ein Meßbereich 


von = 2 bis Q = 10 l/sek bei Düsendurchmessern von d=55, 50, 45 mm. Bei kleineren 
Mengen erfolgte die Messung derart, daß für die Auffüllung eines Poncelet-(Gefäßes 
von Hı = 200 bis H, = 600 mm die Zeit z mit der Stoppuhr ermittelt wurde. Die dieser 


Differenz HM, — Hı entsprechende Wassermenge war vorher für alle Messungen durch 
Abwägen festgestellt worden zu @ = 69,751. Hieraus ergibt sich die gesuchte Wasser 


e Q) 
menge Q = —. 


. 


In einem Vorversuch wurde das Poncelet-Gefäß mit den verschiedenen Düsen 
geeicht. Dem Poncelet-Gefäß selbst mußten wegen der großen Zuströmgeschwindigkeit 
des Wassers Beruhigungsmittel vorgeschaltet werden, um den Wasserspiegel in dem 
Wasserstandsglas möglichst schnell in Beharrungszustand zu bringen. Als ein solches 
Beruhigungsmittel wurde ein Auffanggefäß ähnlich dem Poncelet-Gefäß verwandt, in 
welches das zuströmende Wasser durch ein tief in das Gefäß eintauchendes Rohr ein- 
geleitet wurde. An dem Auffanggefäß wurde eine breite Ueberlaufrinne ? angebracht, 
die mit Kielflossen in der Strömungsrichtung versehen war, so daß jede hin- und her- 
wallende Bewegung des Wassers beseitigt wurde. Diese Ueberlaufrinne führte das 
Wasser unmittelbar in den Sammeltopf «, dessen Boden mit einem Lochblech v versehen 
war, welches das Wasser über den Querschnitt des eigentlichen Meßgefäßes gleichmäßig 
verteilte. Auf diese Weise bildete sich sehr schnell im Wasserstand ein Beharrungs- 
zustand aus, bei dem 7 an der Millimeterskala abgelesen werden konnte. 

Die Eichung der Düsen ging in der Weise vor sich, daß unterhalb der Düsen 
eine auf Rollen fahıbare Wage aufgestellt wurde, auf der sich ein großes Auffanggefäß 
befand. Hatte sich bei bestimmter Wassermenge, die mit dem Hauptabsperrschieber 5b in 
der Wasserzuleitung eingestellt werden konnte, ein Beharrungszustand im Poncelet- 
Gefäß ausgebildet, so wurde die Wage mit dem Auffanggefäß unter den Wasserstrahl 
der geölineten Düsen gefahren und mit der Stoppuhr die Zeit abgestoppt, die zur Füllung 
des Gefäßes um eine bestimmte Gewichtsdiiierenz notwendig war. Gleichzeitig wurde 
am Meßgefäß der Wasserstand abgelesen. Es besteht die Beziehung 


’— cH+ ko. (2), 


worin c und /o Konstante sind. In einer Zeichnung wurden die Q’-Werte in Abhängigkeit 
von H graphisch aufgetragen und nach der Methode der kleinsten Quadrate, da für die 
Düsen 55 I und II und 50 I und II die Versuchspunkte streuten, auf Grund der Beziehung 
(2) ausgeglichen. 
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Schematische Anordnung der Versuche 


3. Messung des Druckabfalls. Zur Ermittlung des Druckhöhenverlustes wurden 
bei Untersuchung der glatten Rinne die Meßstellen benutzt, welche in A, B,C, D, E, 
F und @ in gegenseitigem Abstand von 21 cm auf der oberen Rinnenplatte derart an- 
gebracht waren, daß das Wasser durch senkrechte Bohrungen vermittelst Schlauchtüllen 
und Schläuchen den Differenzmanometern g zugeführt werden konnten. Die Schlauch 
tüllen selbst sind Messingröhrchen von I mm Bohrung, die so glatt wie möglich in die 
obere Platte auf der Längsmittellinie eingepaßt waren, damit die Strömung an der 
Meßstelle nicht gestört wurde, und die Druckmessungen reinen statischen Druck und 
keinen Anteil von Staudruck zeigten. A, die erste Meßstelle, befindet sich 31 cm hinter 
der Eintrittskante des Ver- 
suchsrohres. Den 7 Boh- 
rungen entsprechend wur- 
den 6 A-förmige Glasrohr- 
manometer von ungefähr 
i m Länge verwandt, wie 
sieinAbb.| ersichtlich sind. 

Die Höhenlage der 
Wasserspiegel in den ein- 
zelnen Manometern konnte 
dadurch verändert werden, 
daß die oberen Hähne 
bei bestimmter Höhe der 
Wasserspiegel in den Glas- 
röhren geschlossen wurden. 
Hinter den Manometer- 
rohren waren Skalen ange- 
bracht, welche mit */,, mm- 




















Teilung versehen waren, Zo2HEIE' 

so daß auch bei kleineren Bu 

Druckdifferenzen zwischen Abb. 2 

den einzelnen Meßstellen | Versuchsrohr, 2 Ueberlaufrinne, 3 Auffanggefäß, 4jUeber 


die Druckdifferenz selbst laufrinne mit Kielflossen, 5 Sammeltopf, 6 Ponceletgefäß 
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vermittelst einer Lupe genauer abgelesen werden konnte. Die Manometer wurden ver- 
tikal aufgestellt, so daß an ihnen unmittelbar der Druckhöhenverlust A" in mm abgelesen 
werden konnte. 

Bei den eigentlichen Rauhigkeitsmessungen mußten die zuerst benutzten Meßstellen 
verlassen werden. Durch Anbringung der Rauhigkeitselemente an der oberen und 
unteren Platte des Versuchsrohres, als auch auf Grund der Bedingung zur Messung rein 
statischen Druckes, mußte die Druckentnahme an Bohrungen der glatten Schienen er- 
folgen. Hierin zeigt sich der Vorteil der Verwendung des Rechteckrohres gegenüber 
dem Kreisrohr, bei dem keine Gewähr dafür gegeben ist, dal) nicht statischer Druck + 
einem Anteil an Staudrack durch die Manometer angezeigt wird, wenn die Druck- 
entnahme durch eine Bohrung im Rauhigkeitselement erfolgt. Die Schlauchtüllen wurden 
in jeder Schiene angebracht und vermittelst Schläuchen und 7-förmiger Glasröhrchen 
miteinander verbunden, so daß die Manometer einen Mittelwert der Druckentnahmestellen 
zeigten. 

Die mittlere Rinnenhöhe d wurde vor jedem Versuch derart ermittelt, daß das 
Versuchsrohr mit Wasser in vertikaler Stellung aufgefüllt wurde. Aus der aufgefüllten 
abgewogenen Menge sowie aus Länge und Breite der Rinne ergibt sich ohne weiteres 
die Rinnenhöhe « 


Il. Versuchsergebnisse. 


4. Glatte Rinne, turbulentes Gebiet. Zunächst erstreckten sich die Messungen 
auf eine glatte Rinne. Um möglichst vollkommene Glattheit zu erhalten, wurden die sorg 
fältig bearbeiteten Zinkplatten noch mit Metallfirnis überzogen, damit Ablagerungen von 
Kalk und Bildung von Zinksalzen verhindert wird. Die Abdichtung zwischen Schienen 
und Platten erfolgte durch 0,75 mm dicke Gummibänder. 

Bei jedem Profilradius ist in 
einem Vorversuch der Druckabfall 
von Meßstelle zu Meßstelle ermittelt 
worden. Der Druckabfall für die 
Teilstrecken (vergl. Abb. 5) zeigt 
an und für sich nicht unerhebliche 
Abweichungen. Man kann sich 
jedoch überzeugen, daß diese Ab- 
weichungen nicht systematischer 
Natur sind, z. B., die Endstrecken 
AB und FG ausgenommen, nicht 
von der Nähe der Ekinlauf- oder 
Auslaufstellen abhängen, sondern 
| lediglich durch geringe unregel- 
| mäßige Abweichungen der Rinnen- 
Ä höhe bedizgt sind. Schon geringe 
| Schwankungen der Dicke und da- 
Ä mit der mittleren Geschwindigkeit, 
etwa 1 vH, können nach dem Ber- 
| 
| 
] 
I 
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Pruckhohenverlti 


noullischen Gesetz Druckschwan- 
kungen hervorrufen, die für die 
Teilstrecke von 23 cm Fehler bis 
über 10 vH in w ergeben. 

Die w-Werte sind als Funk- 

Abb. 3 tion der reduzierten Geschwindig 

z keit (Reynoldsschen Zahl) R= 

»r:» in Abb. 4 aufgetragen, wäh 

rend Abb. 5 dieselbe Beziehung in logarithmischem Maßstab wiedergibt. Außerdem ist 

der Druckhöhenverlust A bei der Meßstrecke B F (1 = 92 cm) in Abb. 6 logarithmisch 
aufgezeichnet. 

Die Messungen mit verschiedenen Rinnenhöhen ergeben mit guter Annäherung 
eine einzige Kurve. Dies ist praktisch insofern wichtig, als dadurch die Brauchbarkeit 
des Begriffes des Profilradius, der zunächst nur durch die einfache Vorstellung einer 
Wandreibung in die praktische Hydraulik eingeführt wird, erwiesen wird. Verwendet 
man in der Formel für w an Stelle des Profilradius die halbe Rinnenhöhe, so ergibt sich 
eine systematische Abhängigkeit von der Rinnenhöhe 
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Nach dem Aehnlichkeitsgesetz muß % in Gl. (1) beim glatten Rohr Funktion allein 
on R=vr:v sein. Die älteren Formeln, z.B. von Darcy'), Weisbach?’), Lang’) 
ınd Biel genügen dieser Forderung nicht. Bei Darcy ist A nur von d, bei Weisbach 
ur von v, bei Lang von v und d und bei Biel für glatte Rohre ebenfalls nur von » 
ınd d abhängig. Fritzsche‘) stellt sogar die Behauptung auf, daß die Druckverlust- 
‚iffer bei Luft unabhängig vom Zähigkeitskoeffizienten ist. 

Für den turbulenten Strömungsbereich hat Blasius’) 1913 an Hand des bis dahin 
orhandenen experimentellen Materials, insbesondere auf Grund der Versuche von Saph- 
;choder‘) 


y 0.3 
= 4% — 0,3164 ( | 
2 (3) 


:rmittelt, wobei d der Rohrdurchmesser, während Saph und Schoder ihre Ergebnisse 
mittels desselben Potenzgesetzes ohne Berücksichtigung der Zähigkeit in der Form 
h „175 
— konst. | | (4) 


a!*> 


usammenfaßten. Beachtet man, daß der Profilradius des Kreises '/, des Durchmessers 
ist, so wird aus (3): 
vw — 0,05594 R%®5 | (5) 

Zum Vergleich ist diese Funktion zu meinen Meßergebnissen in den Diagrammen 
mit eingezeichnet. 

Meine Ergebnisse geben interpoliert die ziehun 

Meine Ergebnisse geb terpoliert die Bezieh 

a h v1,'3 . v1'3 

v— 0,0705 R'*", = konst. . — Konst. :: (6) 


rt, 


Zu der Abweichung der Exponenten in Gl. (5) und (6) ist zu sagen, daß sich 
‚us den von Blasius verwandten Meßergebnissen infolge der Streuung der Meßpunkte 
in den Diagrammen ein Potenzgesetz mit dem Exponent 0,27 für v mit demselben Recht 
interpolieren läßt, wie ein Gesetz mit 0,25. Blasius gibt in der Aufzeichnung der 
Saph-Schoderschen Versuche die Streuung mit + 2 vH um die Mittelwerte an’). 

veynolds, der zuerst das ÄAehnlichkeitsgesetz ausgesprochen hat, hat in seiner 
\rbeit auch Versuche veröffentlicht und empfiehlt ein Potenzgesetz, in dem das Druck 
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), Darey, Rech. Exp. rel. au mouvement de l’eau dans les tuyeaux.“ Paris 185% 

») Weisbach, Hütte I, 21. Aufl., S. 293. 

») Lang, Hütte I, 21. Aufl., S. 293. 

4) Fritzsche, Untersuchungen üb. d. Strömungswiderstand der Gase In geraden zylindrischen 
tohrleitungen. Mitt. üb. Forschungsarb., V.d.I., 1908, Heft 60. 

) Blasius, Forschungsheft 131, herausgeg. v. Ver. deutsch. Ingenieure, 1913. 

’) Saph-Schoder, Transact. ofthe am. soc of eiv. eng. 1903, Bd. 51. 


, Yy n 
') Blasius gibt a.a. 0. S. 12 an, daß er die Beiwerte in der Formel A=a + o( ‚) viermal 
Vd 


us je drei Wertpaaren 4 und vd/v zu berechnen versucht habe. Dabei fand sich für n zweimal deı 
vert 0,28 und je einmal 0,35 und 0,225. 
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. 1 992 u ” .. [ 0.275 . ® 
gefälle proportional »'-'*” ist. A würde demnach proportional L- sein. Die Ab 
vd 


. r . . ° n ” v 
weichungen zwischen Blasius und Reynolds, die in der Funktion .—f( ) sowohl 
v+d 


den Exponenten als auch 

















’ das konstante Glied be 
9 A Mn | ur 1.4 SE treiien, vermutet Blasius 
x Tre nee | "00. "' CHE BER BEE | | in einem systematischen 
; a, Ta Pr Versuchsfehler in den 
e | Ts u | | | | 
oIS u 5 Reynoldsschen Messun 
S 205 Ta 2 
£ 39 s 
IR PI> ee, | | gen. Immerhin ist es auf- 
45 | a | fallend, wie der von Rey 
R pe nolds ermittelte Exponent 
3,5 mit dem von mir gefun- 
Bar Z 0 60 0W8090W 7E WWTBZO 25 0 35 


denen übereinstimmt. Auf 
eine weitere Stütze für den 
Vorzug des von mir er- 
mittelten Exponenten 0,27 


AK -70 3 
Abb. 5 


gegenüber 0,25 komme ich später zurück. 
Stärker weichen von Blasius und meinen Ergebnissen die von Ombeck') ab, 
der aus Messung strömender Luft interpolierte: 


‚\ 0,224 
). = 0,242 (’ ) 


vd 


5. Glatte Rinne, laminares 




















er a z Gebiet. Von einer experimentellen Unter- 
40 suchung der glatten Rinne im laminaren 
u. Gebiet wurde Abstand genommen, da mit 
den vorhandenen Manometern die Druck 
60 differenzen nicht hinreichend genau er- 
es mittelt werden konnten. Zum Vergleich 
a füge ich die errechnete Kurve bei. 
vol Hierzu sehe ich die Rinne als unendlich 
a breit an und vernachlässige den Einfluß 
F der Seitenwände (Abb. 7). 
.e Betrachten wir einen Flüssigkeits- 
| streifen von der Höhe dy im Abstande y 
| von der Rohrmittellinie, so ist die auf die 
20, Fläche yd wirkende Kraft W=hyyb. 
= Dieser hält das Gleichgewicht die in der 
BAEN Höhe y auf den Flächenstreifen 5! von 
in der Schubspannung herrührende Kraft 
12 u dl Es ist also 
dy 
or hyyb= nd 9 u: 9° 
g dy 
8 worin 4 den Druckhöhenverlust der Meß 
strecke /, « den Zähigkeitskoeffizienten, 
i b die Rohrbreite und « die Geschwindig 
keit, abhängig von y, bedeutet. Durch 
„ Integration von (7) unter der Bedingung 
45 41 «=0 für y=r — halbe Rinnenhöhe er- 
Fr 7 ey TEE gibt sich 
ÄRA 1 hy [„2 TE Jg 0.0 a 
Abb. 6 ö EB di Zeh 
Weiter erhält man 
Jg 


Ombeck., 


Y 9 u Pe 3 
br —-y)dy, Q=- 7 —r. 


J 1 


dQ=dybu= 


Forschungsheft 158, herausgeg. v. Ver. deutsch. Ing. 1914 
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Die mittlere Geschwindigkeit ergibt sich daher zu 
) Jgr 


1) = ze 


2rb u. rg 


Es ist daher h w v® 63 


J= — mit ı _ 


I r 2g ur 
Diese Funktion ist in Abb. 4 eingezeichnet 


6. Rauhe Rinne, erstes Rauhigkeitselement: Drahtnetz., 
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R 


keitselement wurde analog den Versuchen von Hopi ein Eisendrahtnetz 
Drahtstärke und 1,6 mm Maschenweite verwendet. Besondere Schwierigkeiten ergaben 
sich beim Anbringen des Netzes auf den Platten des Versuchsrohres, da 


allen Stellen der Rinne die wirkliche Oberfläche bilden sollte, 


Gelegenheit haben durfte, zwischen Netz und Wand zu 
strömen. War das Netz nur unter Vorspannung eingebaut 
und durch die Befestigungsschrauben der Rinne unter 
Spannung gehalten, so ergaben sich bei ein und der- 
selben Rinnendicke dauernd abweichende Ergebnisse für w 
Die Rauhigkeit blieb also nicht gleich, was darauf zurück- 
geführt wurde, daß das Netz nicht überall gleichmäßig 
auf den Platten auflag, sondern Zwischenräume entstehen 
ließ, die dem Wasser eine Strömung zwischen Netz und 
Platte gestatteten. Diese Zwischen- 

räume änderten sich dauernd in u 230 me 230 —>y 
Abhängigkeit von der Stärke der | 

Strömung. A 3 C 
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und das Wasser 


von 0,45 mm 
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Um eine dauernd gleich- De 
bleibende rauhe Wand zu erzielen, 
wurden die unter Spannung auf | 
die Platten aufgelegten Netzteile | 
durch heißes, flüssiges Paraffin | 
innig mit den Platten verbunden, „oo 
so daß zwischen Netz und Platte \ 
keine Zwischenräume mehr ent- 
stehen konnten. Das Paraffin wurde | 
dann so weit mit einer Drahtbürste 
aus den Maschen herausgebürstet, 
daß die Oberfläche des Gewebes sol — 
frei lag und das Paraffin nur noch 
ein Bindeglied zwischen Netz und 
Platte darstellte. 7000 

Die Auflagestellen der Schie- 
nen wurden mit einer gleichmäßi- 
gen, dünnen Paraffinschicht ver- 7200 
sehen, welche die zur Dichtung bei 
der glatten Rinne verwandten 
Gummibänder ersetzte. Die Ab- 702 
dichtung vermittelst Paraifin hat 
sich auch bei den größten herr- 
schenden Wasserdrücken bestens 7500 
bewährt. 

Die nun einsetzenden Ver- 
suche erwiesen auch anfangs noch 7800 —— 
eine starke Veränderlichkeit der 
Rauhigkeit, da die Strömung fort 
während noch Paraffinpartikelehen 220 
von der Netzoberfläche wegspülte, 
die der Strömung an der Obertläche 
der rauhen Wand im Wege standen. 2200 — 
Es dauerte längere Zeit, bis sich [Zu23o22] 
nach fortwährendem Abspülen eine = 
konstante Rauhigkeit gebildet hatte 
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Es ergibt sich nun die Schwierigkeit, daß ein Teil der Berandung glatt, ein 
anderer rauh ist. Eine unveränderte Verwendung des Profilradiusbegriffes zur Bestimmung 
von w ist daher unbegründet. Man könnte allerdings mit Berücksiehtigung der Ver 
schiedenheit der »Reibungskoeffizienten« einen »effektiven Profilradius« errechnen. Statt 
dessen habe ich es vorgezogen, infolge der Unsicherheit eines solchen Begriffes die 
-Werte einfach auf die halbe Rinnenhöhe zu beziehen. Die Erfahrung zeigte, daß 
die gewonnenen Kurven bei diesem Ordnungsprinzip weniger Streuung der Einzelpunkte 
aufweisen. Für jede Rinnenhöhe wurde wieder wie bei der glatten Rinne in einem Vor- 
versuch die Verteilang des Druckhöhenverlustes für die einzelnen Teilstrecken fest- 
gestellt. Der Druckhöhenverlauf über die Rinnenlänge ist für jede Rinnenhöhe zu einer 
bestimmten Reynoldsschen Zahl in Abb. S eingetragen. Die Abweichungen der Druck- 
differenzen an den einzelnen Teilstrecken sind bei dem rauhen Rohr viel geringer als 
beim glatten. Für fast alle Rinnenhöhen gibt sowohl die Meßstrecke BF als’auch AG 
Werte, welche sehr genau mit den nach der Methode der kleinsten Quadrate ermittelten 
Mittelwerten übereinstimmen. 

Abb. 9 zeigt das Ver 
suchsrohr mit der aufge 
brachten Drahtnetzrauhig 
keit. Abb. 10 zeigt einen 
Vertikalschnitt in der Strö 
mungsrichtung durch die 
größte Erhebung des von 
der Drahtnetzoberfläche ab 
genommenen Gipsabzuges 
in 5facher Vergrößerung. 
Bezeichnet man mit 7) die 
Wellenlänge der einzelnen 
Erhebungen und mit & die 
halbe größte Erhebung, so 
ergab eine mikroskopische 




















Messung 
mn mirlgrr nen h e= (0,115 mm, 

2 2 l2Q9\% ee ; — MR ii € 
ALTE NYNERT MEIHUHHEHSEHHENHEGEHEHFERER ET 00). | ri dein 1,6 mm, -— — 1:14. 

I 

a ' 

Abb. 9 Allen Kurven, die 
Rohr mit Drahtnetzwand die Versuchsergebnisse, ı 


als Funktion von AR, dar- 
stellen, ist zunächst gemeinsam, daß oberhalb einer gewissen Grenze von R etwa in der 
Umgebung von ?R= 12000 die Kurven parallel zur Abszissenachse verlaufen. Hier ist 
also » konstant und nicht mehr von v und v abhängig, sondern nur noch von der 
Rinnenhöhe d. Wir haben also reines quadratisches Widerstandsgesetz vor uns, dem wir 
die Form geben können 

er. a ee u. A 

I d2g 

In Abb. 11 sind die Meßergebnisse für die 8 verschiedenen Rinnenhöhen graphisch 
wiedergegeben. 

In der später folgenden Abb. 29 sind die der Formel (9) entsprechenden Grenz- 
werte von %, die wir mit Wxonst. bezeichnen wollen, in Abhängigkeit von d in logarith- 
mischem Maßstabe aufgetragen. Die experimentell ermittelten Punkte ordnen sich hier 
zu einer geraden Linie von der 
Steigung n = — 0,314, so daß wir 
Wkonst. = f(d) als Potenzgesetz hin- 
schreiben können in der Form 


Wkonst. — konst. 4°? (10). 


Das quadratische Widerstands- 


gesetz erhält hiernach die Form 
2 

















10’) 
konst. 1314 (10) 


Abb 10 
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Auf eine Diskussion dieser Beziehung komme ich später zurück 

Bei kleinerem A, etwa unterhalb 12000, ist der Verlauf der w-Kurven in der Regel 
derart, daß w mit abnehmendem 7? ein wenig abfällt, um dann im Uebergangsgebiet 
zwischen turbulenter und laminarer Strömung stark zuzunehmen. Bei verschiedenen 
Kurven erfolgt der Anstieg bei verschiedenen #-Werten. Auffallend ist dagegen, daß bei 
einem Versuch — d=85 mm — W mit abnehmendem A dauernd abnimmt, um bei 
R= _ 500 in die theoretisch laminare Strömung von der Beziehung Y = n überzugehen. 


Die Uebergangsstelle stimmt gut mit den bei zylindrischen Rohren gewonnenen Ergeb- 
nissen iiberein (vergl. z. B. die neuesten Messungen von Schiller')). Das Verhalten 
der w-Werte bei kleineren AR läßt folgende Erklärung möglich erscheinen: Der Verlauf 
von w erinnert an das Verhalten der laminaren Strömung; aber von einer ausgebildeten 
Poiseuilleschen Strömung mit parabolischer Geschwindigkeitsverteilung kann nicht die 
Rede sein, dazu sind die w-Werte zu groß, fast 6 mal so groß, als dem theoretischen 
Wert entspricht. Außerdem schwanken die gemessenen Werte in einem breiten Streifen 
Beobachtet man jedoch die Strömung an ihrem freien Austritt an dem Versuchsrohr, so 
sieht man einen Wechsel in der Strömungsform. Der Strahl hat ein klares anscheinend 
laminares Aussehen bis zu der Reynoldsschen Zahl, von welcher ab w konstant ist, und 
ein trübes turbulentes Bild oberhalb dieser Grenze. Es fragt sich nun, wie die hohen 
'»-Werte mit einer laminaren Strömungsform vereinbart werden können. 

L.. Schiller nat gezeigt, daß man eine scheinbare Erhöhung der W-Werte im 
laminaren Gebiet erhält, wenn der Versuchsstrecke keine genügend lange »Änlaufstrecke« 
vorgeschaltet wird. Nimmt man z.B. an, daß bei unserer Versuchsrinne das Wasser aus 
dem breiteren Beruhigungskessel mit ungefähr gleichmäßiger Geschwindigkeitsverteilung 
über den Querschnitt eintritt und die parabolische Geschwindigkeitsverteilung sich erst 
später einstellt, so muß der Druckhöhenverlust für die ersten Streckenanteile bedeutend 


jr r 6 La 
größer sein, als nach der Formel ı — x gerechnet wurde. Verfolgt man jedoch nach 


den von Th. v. Kärmän’) angegebenen Methoden der Impulsbetrachtung den Verlauf 
der Geschwindigkeitsverteilung rechnerisch, so ergibt sich zwar eine bedeutende Erhöhung 
von w, doch reicht diese Erhöhung zur Erklärung der gemessenen w-Werte nicht einmal 
annähernd aus. 


I) Sehiller. diese Zeitschr. 2. 1922. S. 96 bis 106. 
“, v, Kärmän, diese Zeitschr 1. 1921. S. 233 bis 252. 
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eine andere Erklärungsmöglichkeit erwähne ich folgende von v. 
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wurde wieder ein Zinkwaifielblech gewählt, bei dem gegenüber Waffelblech I die mittleren 
Erhebungen höher schienen, während die Zahl der Erhebungen pro Längeneinheit kleiner 
war als bei Waffelblech I. Die Anbringung war die gleiche, s. Abb. 18, die Messungen 
erfolgten auf dieselbe Art. Um weitere Rauhigkeitsgrade zu erhalten, wurden gleiche 
Wafielbleche dieser Art in verschiedenen Graden ausgewalzt und genau in derselben 
Weise untersucht wie das erste Waffelblech. Abb. 19 bis 22 zeigen Schritte in der 
Strömungsrichtung durch die größte Erhebung in dreifacher Vergrößerung. Die mikro 
skopische Untersuchung des ersten Waffelblechs II ergab 
€ = 0,429 mm, A = 6,62 mm, 2 = 1:15,4 . (A) 

Abb. 23 gibt die Ergebnisse graphisch wieder. Es entspricht die Kurvenschar 4 
dem ursprünglichen Waffelblech Il, Kurvenschar B dem Wäaffelblech II in gewalztem Zu 
stande, Kurvenschar © in stark gewalztem Zustande und Kurvenschar D in noch stärker 
gewalztem Zustande. Zu Abb. 23 ist zu bemerken, daß der Verlauf der Kurven v als 
Funktion von % grundsätzlich verschieden ist von den Ergebnissen bei Drahtnetzober- 
fläche und bei der Oberfläche von 
Waffelblech I. Wir bemerken mit 





zunehmendem R einen sanft a 7° TA TE a AT 
falienden Verlauf von ww. Ein 4 B L N, j ; 
Uebergang zu reinem quadrati- ; T ne genen 

schem Widerstandsgesstz, d. h. ein o & 


Verlauf der Kurven parallel zur Ä | Pr} PEBIREM 
Abszissenachse zeigt sich nur in 290—- a a 


den Anfängen bei dem ungewalzten | | Ä | | 
Waffelblech II oberhalb ? = 20000. | | en ER 
Die dem quadratischen Widerstands- #777 “, are Ä en 
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| 

gesetz entsprechenden Yxonst.- Werte | 
sind wiederum in Abb. 29 in log- | - 
t | 

| 

| 

| 

| 


hen u 


arithmischem Maßstabe aufgetragen 600 — 
und erfüllen das Potenzgesetz 


Wxonst. = Konst. d’?!! (9), 


von dem bereits auf Seite 346 und 
348 die Rede war. 

Kurvenschar A zeigt für W ,o00 
eine starke Abhängigkeit vom Pro: 
filradius, Kurvenschar B keine so 
starke, während U und D kaum „>90! 
noch eine Abhängigkeit erkennen 
lassen. Abb. 24 stellt den Druck- 
verlauf über die gesamte Rinnen- 400 
länge für Rauhigkeitsgrad A dar. 


9, Viertes Rauhigkeitsele- 
ment: Genutetes Zinkblech 
(Sägeprofil). Ein weiteres Rauhig- 
keitselement lieferten Zinkplatten 
von 5 mm Stärke, die quer zur 
Strömungsrichtung mit 1,5 mm 
tiefen Nuten nach Art eines Säge- 
profils versehen wurden. Hierzu 
Abb. 25 und 26. 

Die Platten selbst erhielten 
die Abmessungen der ursprüng- 
lichen Zinkplatten, so daß sie ohne 
weiteres mit den vorhandenen 
Schienen zu einem Rechteckrohr 
zusammengesetzt werden konnten. | FEN 
Das Sägeprofil selbst bot für die 
Untersuchungen zwei Rauhigkeits- Abb. 16. 
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Abb. 18 
kinne mit Watfelblech I] 


IHN 20000 22000 LYL! 


grade, je nachdem wie die 
Rinne an den Beruhigungs 
kessel k angeschlossen wurde 
Strömt das Wasser gegen die 
steile Wand des Rauhigkeits 
elementes, so erfährt die 
Strömung einen größeren 
Widerstand, als wenn das 
Wasser gegen die flachere 
Wand strömt. Um dies zu 
erreichen, brauchte nur beim 
Anschluß an den Beruhigungs- 
kessel Eintritt und Austritt 
der Rinne vertauscht zu 
werden. Abb. 27 gibt die Er- 
gebnisse für kleineren und für 
größeren Widerstand wieder. 

Der Verlauf der Kur- 
ven bei der Strömungsrich- 
tung mit kleinerem Wider- 
stand entspricht den Kurven 
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Abb. 20 Abb. 22 


scharen von Waffelblech II. 
Zahlen oberhalb 20000. 


Für gleiche Rinnenhöhen erhalten wir für die ungünstigere Strömungsrichtung 
annähernd doppelt so hohe W-Werte wie bei der Strömung in der günstigeren. Außerdem 
ist der Verlauf der W-Kurven ein grundverschiedener. Bei größerem Widerstand nimmt 
mit abnehmendem RZ ab analog der Messung beim Drahtnetz mit d=8,5 mm, und 
quadratisches Widerstandsgesetz wird nicht erreicht. 


Abb. 28 stellt wiederum den Druckabfall über die gesamte Rinnenlänge dar. 


Die dem quadratischen Widerstandsgesetz entsprechenden konstanten ıW-Werte sind 
wiederum in Abb. 29 in logarithmischem Maßstab aufgezeichnet. 


Das quadratische Gebiet wird erreicht bei Reynoldsschen 


Die geometrischen Abmessungen des Rauhigkeitselementes waren hier 
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Ill. Erörterung der Versuchsergebnisse 


10. Der Einfluß der relativen Rauhigkeit. Beschränken wir uns auf 





die 


turbulente Strömung, so haben wir drei typische Fälle für den Verlauf der W-Kurven 


zu unterscheiden. 


I. Kurvenscharen, bei welchen nach dem Uebergangsgebiet w unmittelbar konstant 


verläuft (Drahtnetz und Wäaffelblech I); 
'. Kurvensceharen mit langsam abfallendem ı bei zunehmendem #, 


a) mit Uebergang zu konstantem w (Waffelblech I! A; genutetes Zinkblech, klei- 


nerer Widerstand), 
b) ohne diesen Uebergang (Waffelblech II B, C und D); 
3. Kurvenscharen mit zunehmendem w bei ansteigendem /%, 
a) mit Uebergang zu konstantem w (Drahtnetz (d = 8,5 mm), 
b) ohne diesen Uebergang (genutetes Zinkblech, größerer Widerstand). 


Für Fall2b) und 3b) müssen 


230 20 230 20 ——20 —— 20 — Wir olfen lassen, ob bei größerer 
Reynoldsscher Kennziffer ein 
A f 5 konstanter Wert von % sich einstellt. 








= 305mm | 


R- 23350 bei denen der Druckverlust 





200 


unterliegt, bei denen also wW 





stanten Wert erreicht und mit 
nehmendem AR konstant bleibt. 


»/ st Pr IMM 


ı in Abb. 29 in Abhängigkeit 


SUUV | 


JEMVEe 


keitselement, bei dem eine 


{ 





| 
000} 


r Ah 
uchRö) 


U ds 


reicht wurde, auigezeichnet. 





Z00\ + 


t7= 178.0mm | 


Reihenfolge bezeichnet sind: 
=22750 


| 

Ä I. Drahtnetz, 

Il. Waifelblech II, 
| III. Waiffelblech I, 


400O 


7600! rer Widerstand), 


7800| — 
) 
| 
rer 7 d=1302mm 
_— A= 77300 





| 
% parallel verlaufen. 
Ä Wir sehen also hier die 
Aehnlichkeitsgresetz gestellte 





Als wichtigstes Ergebnis 
kommen die Messungen in Betracht, 


dem 


quadratischen Widerstandsgesetz 


im 


Verlauf der in Abhängigkeit von R 
aufgezeichneten Kurven einen kon- 


zUu- 
Die 


d=-230mm |  Wkonst-Werte sind, wie bereits er- 
7=23000 


wähnt, in logaritbmischem Maßstab 


von 


der Rinnenhöhe d für jedes Rauhig 
. qua- 
dratische Widerstandsströmung er 


Für 


;, jedes der verschiedenen Rauhig 
| keitselemente, die jetzt in anderer 


IV. genutetes Zinkblech (kleine- 


ordnen sich, wie schon erwähnt, 
I die Wkonst-Werte in Abhängigkeit 
" von d zu Geraden, die innerhalb 
der Grenzen der Versuchsgenauig 
keit mit der Steigung x = — 0,314 


vom 


Be- 


Abb. 24 dingung der einparametrigen Kur- 
venschar erfüllt, indem jede Versuchs- 


reihe durch ein Potenzgesetz 
grD2 serer MEINE m 


‘ 0,5314 
17) HETSKHIMA 25 re 2,9 WIIErSIArA Wkonst. — konst. d . 





— > T y — 








(9) 


dargestellt wird. Der Proportionalitäts- 


' faktor selbst ist eine Funktion des Para- 

Y meters, der die Rauhigkeit kennzeichnet 

und den wir mit k bezeichnen wollen. 

Abb. 25 Denken wir uns k als Länge und be- 
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ziehen diese auf den doppelten Profilradius des Strömungsquerschnittes, also auf d, so 
kann man Gl. (9) für die Rauhigkeitselemente I bis IV ansetzen in der Form: 
0,311 


Wkonst. = Wo (= ') . . . ° (10) 


Setzen wir willkürlich k, = ! mm, so liefern die Ordinatenabstände der zweiten, 
dritten und vierten Geraden von der ersten das 0,314fache des Loogarithmus von ka, ks, 
i. Die Berechnung aus Abb. 2) ergibt 
kıı=1mm, /i»= 1,48 mm, 

k; 3,02mm, kA,=12,30 mm | en | ua 

und überdies die Höhenlage 
der ersten Geraden ws 
0,0281. Somit wird, wenn 
wir jetzt einfach für 


olst 
schreiben: 
0.514 


w 0,0281 0,34 (11) 




















und der Druckhöhenverlust 
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h 5 ’ 1 *° 
—0,0562 k':?14 (12). 
l d! 314 29 





















































Führt man jetzt wieder 


; ’ d h 
den Profilradius r = ‚ ein, 































































































so geht Gl. (11) und (12) 
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wofür wir auch mit K=k:r schreiben: 
e —= 0,0226 KWe4 n F (15) 
r 29 
Ist die relative Rauhigkeit X eines bestimmten Rauhigkeitselementes bekannt, s0 
können wir mit Hilfe von Gl. (15) den Druckverlust für eine Strömung, von der wir 
annehmen, daß sie dem quadrati- 
E30 Te 20 ne 230 "250 ”@ schen Widerstandsgesetz unterliegt, 
im Voraus bestimmen und dem 
technischen Zweck entsprechend 
die Rohrleitung dimensionieren. 
Zweckmäßiger wird man indes den 
Raubigkeitsparameter k beibehalten 
und sich zur Berechnung von Rohr- 
leitungen der Gl. (14) bedienen. 
Hat man ein Rauhigkeitselement 
(z. B. Betonwand, verrostetes Eisen 
o. dergl.), so wird man, solange 
man für diese Rauhigkeitselemente k 
noch nicht im Modellversuch er- 
mittelt hat, an Hand meiner Kur- 
ven von Rauhigkeitselementen, deren 
/; ermittelt wurde und an Hand 
folgender Zahlentafel, in der die 
Abmessungen der Rauhigkeitsele 
mente eingetragen sind, k ab- 
schätzen. 


<- 230 >=230 





Genutetes 





Drabtnets Waffel- Waffel- Blech 

ae: blech II, blech I (Säge- 

profil) 

| Il III Yv 
7600 

k = 1,00 1,48 3,02 12,30 mm 
e=0,115. 0,429 0,427 0.750 » 
A = 1,600, 6,620 3,980 1.250 >» 


Pal / 7 


1:14 |: 15 L:13 1:5.7 


2008 | rn Aus der Zahlentafel erkennt 
R=2 ' man, daß k weder von dem Maß 
der Erhebung der Rauhigkeit allein, 
noch von der Zahl der Erhebungen 
pro Längeneinheit allein, noch von 
dem Verhältnis dieser Größen 
2W0OT | 2 ' allein abhängig ist. Außer diesen 
Größen spielt die geometrische 
Form der Rauhigkeit eine Haupt- 
rolle, wie diese auch für den Wert 
der Reynoldsschen Zahl maß 
Abb. 28 gebend ist, oberhalb welcher die 
Strömung dem qnadratischen Wider- 
standsgesetz unterliegt. Man erkennt das vor allem bei der Untersuchung des Säge 
profils, bei dem sich in Abhängigkeit von der Strömungsrichtung Widerstandskoeffizienten 
ergaben, die sieh annähernd wie 2:1 verhielten. 
Das für rauhe Rohre von mir gewonnene (resetz steht in einer interessanten 
Beziehung zu dem Gesetz, welches für glatte Rohre gilt. Die aus meinen Ergebnissen 
interpolierte Formel für glatte Rohre kann geschrieben werden: 
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Die Exponenten von » und r stimmen, wie schon oben erwähnt, gut mit den von 
Reynolds angegebenen n = 1,723, P = 1,269 überein. Für rauhe Rohre erhielt ich das 
Potenzgesetz h 314 „2 

— konst. — 


ni ‘) 


29 


Nun kann man die beiden Formeln nach einem von v. Kärmän angegebenen 
Gedanken miteinander folgendermaßen verbinden: Setzt man zunächst bei der glatten 
Rinne den Druckhöhenverlust A proportional ®", die Geschwindigkeit in Abhängigkeit 
von y, der Entfernung von der Begrenzungswand, v proportional y*, so gilt die Beziehung 


Bestehen für die glatte Rinne diese Beziehungen, so zeigt v. Kärmän, daß für die 
rauhe Rinne % proportional d-?* sein muß. 
® Y .- s 2 si) 
Meine Versuche ergaben 2x = 0,314, x = 0,157. Hieraus folgt n = FT Te 1,73, 
‚194 
ein Wert, der mit dem für die glatte Rinne experimentell ermittelten genau übereinstimmt. 
Nach diesen Ergebnissen würde die Geschwindigkeitsverteilung in der Nähe der Wand 
1,1 

sich proportional zu y ‘ ergeben statt zu y', wie Prandtl und v. Kärmän auf Grund 

des Blasiusschen Exponenten 1,75 abgeleitet haben 


11. Vergleich mit älteren Ergebnissen. Ueber den Druckhöhenverlust in 
rauhen Rohren sind Versuche von zahlreichen Forschern angestellt worden, von denen 
insbesondere Reynolds, Darcy, Bazin, Saph-Schoder, Weisbach, Lang erwähnt 
werden mögen. Biel!) hat das bis 1907 veröffentlichte Versuchsmaterial geordnet und 
für den Druckverlust folgende dem Aehnlichkeitsgesetz nicht genügende Formel 
angegeben: 


FENG (a 4 +9 , v) — K we 
. V; h ö } . „. 

Hierin bedeuten a eine absolute Konstante gleich 0,12, 5 und f Koeffizienten, die 
nur vom Rauhigkeitsgrad abhängig sind; X ist unser w mal 1000:29= 50,5, da Biel 
v und ” in m rechnet. Nach Rohrmaterial und Wandbeschaffenheit unterscheidet Biel 
fünf Raubigkeitsgrade I bis V und ermittelt demgemäß für die Größen / und b aus dem 
vorhandenen Versuchsmaterial fünf Wertepaare. In seiner Abb. 17 ist für Kreisrohre X 
in Abhängigkeit vom Durchmesser d für sehr große Geschwindigkeit nach der Formel 
aufgetragen. Diese Kurven X als Funktion von d für v—= » habe ich Biel entnommen 
und in Abb. 31 in logarithmischem Maßstab in Abhängigkeit vom halben Durchmesser 
des Kreisrohres, welcher der Rinnenhöhe d! = 2r entspricht, eingetragen. Die strich- 
punktierten Kurven, die ich mit a, 5, c und d, den Bielschen Rauhigkeitsgraden I, II, 
III und IV entsprechend, bezeichnet habe, zeigen wenigstens bei 5b, e und d im Bereich 
meiner Messungen geradlinigen Verlauf und die gleiche Steigung von ungefähr n = — 0,314. 
Der Bielsche Rauhigkeitsgrad I dürfte annähernd der glatten Rinne entsprechen. Für 
die Geraden, die den Rauhigkeitsgraden II, III und IV zugeordnet sind, habe ich k 
errechnet und gefunden: 


für den Bielschen Rauhigkeitsgrad Il II IV 
meine Rauhigkeitszahl X in mm 0,136 0,61 1,25 


Dabei entspricht nach Biel: 
II Eisenblech mit Asphaltüberzug (Darcy), Gußeisen asphaltiert (Lang), 
III Schmiedeeisen (Darcey), Verzinktes Eisenrohr (Saph-Schoder), Gußeisen 
neu (Darcy), 
IV Gußeisen gebraucht und verkrustet (Darcv), Rauhe Bretter (Bazin), Wellblech. 


Es sei bemerkt, daß die Bielsche Formel für kleinere Geschwindigkeiten keine 
richtigen Resultate liefern kann, weil das dritte Glied in der Klammer dem Aehnlichkeits 
gesetz widerspricht. Für v»= » fällt dieses Glied weg. 


) Biel: Ueber den Druekhöhenverlust bei der Fortleitung tropfbarer und gasförmiger Flüssig- 
keiten. Mitteil. üb. Forschungsarb. 1907, Heft 44. 
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Fritzsche') hat das bis 1908 vorliegende Material über Strömung von Gasen 
in zylindrischen Rohrleitungen gesammelt und durch eigene Versuche ergänzt. Er be 
zieht den Druckverlust auf den Durchmesser d und setzt ihn in der Form an: 


dar L 
zZ = - y' y” 
dl ap‘ 
Dabei fand sich 
a J,38 10 j ) 1,269, Mt : 1,802, m 0,552. 


Fritzsche meint hierzu, daß n, m und £ für zylindrische Leitungen aller Art 
den Charakter von Konstanten haben, dagegen die Größe der Widerstandszahl [ ab- 
hängig von der Öberflächenbeschaffenheit der Rohrwandungen sei. Bestimmte Zahlen- 
angaben nach diesen Richtungen könne er nicht machen, da das Material nicht ausreiche. 
Der oben angeführte Wert von { könne als Mittelwert gelten, dessen Veränderlichkeit 
er unter Ausschluß außergewöhnlich glatter und rauher Rohre auf etwa + 10 vH schätze. 
Auf Grund meiner Messungen erscheint es so, daß Fritzsche nur bei Rauhigkeiten und 
bei Reynoldsschen Zahlen gearbeitet hat, bei welchen das quadratische Gesetz noch 
nicht erfüllt ist. Wie aber aus meinen Messungen erhellt, haben wir sowohl bei wach 
sender Rauhigkeit als auch bei zunehmender Kennziffer einen allmählichen Uebergang 
zum «quadratischen Gesetz, so daß es wenig sinnreich erscheint, einen Mittelwert für die 
Exponenten zu bilden. 

OÖmbeck‘°), dessen Versuche sich unmittelbar an die von Fritzsche anlehnen, 
versuchte die Meßpunkte in eine Kurvenschar einzuordnen mit Hilfe der Interpolations- 


formel N v A\—E 
. — 0,129 ( ) 
- 


. ’ 1 Be : . m 
Der Exponent ist gegeben durch —=«a-+ , worin bedeutet: a eine Grundzahl 


von der Größe 4,2, Be eine Rauhigkeitszahl, die Ombeck auf Grund seiner Versuche 
und an Hand der Bielschen Rauhigkeitsgrade zu ermitteln trachtet. 

In Abb. 30 habe ich in logarithmischem Maßstabe in Abhängigkeit von A auf 
(‚rund meiner Versuche W-Kurven eingetragen, die annähernd gleichen Rinnenhöhen 
entsprechen, und deren '» mit zunehmendem 7? langsam abfällt. Qualitativ stimmen 
diese Kurven, die in logarithmischem Maßstabe (Geraden sind, mit den Kurven von 
Ombeck überein, das heißt: es läßt sich mein Versuchsmaterial, soweit sich nicht 
» = konst. ergibt, durch einen Ansatz ®w = R” darstellen, wobei @ mit zunehmender 
Rauhigkeit kleiner wird. Auf Grund meiner Versuche jedoch ist es zweifellos, daß man 
bei Variation der Rauhigkeitselemente zu Kurven gelangt, welche sich überschneiden, 
so daß eine einfache Zuordnung in der Ombeckschen Weise viel zu speziell erscheint. 

Die einzige Widerstandsformel, die einerseits dem Aehnlichkeitsgesetz genügt und 
andererseits das ganze bis 1914 bekannte Versuchsmaterial berücksichtigt, ist die von 
R. v. Mises gegebene’). Sie lautet in unserer Bezeichnungsweise 

7 0,0024 + V s + se j 

2r v2 R 
(r hydraulischer Radius, /? auf den hydraulischen Radius bezogene Reynoldssche Zahl) 
wenn von dem Gebiet in unmittelbarer Nähe der kritischen Geschwindigkeit abgesehen 
wird. Dabei bedeutet X’ eine Rauhigkeitszifier, die nach v. Mises den mittleren Er- 
hebungen der Wandunebenheiten proportional sein soll. Er gibt eine Zahlentafel für 
die Werte von X, das für die glattesten Wände wie Glas, gezogenes Messing usf., weniger 
als 10°® cm beträgt, für genietete Blechrohrleitung, rauhe Bretter oder gewöhnliches 
Mauerwerk auf 500 - 106 em ansteigt. Von den Potenzformeln wie der Blasiusschen 
und vielen andern üblichen Formeln unterscheidet sich die v. Misessche dadurch, daß 
sie für große Werte von R einen endlichen Grenzwert für die Widerstandszahl liefert. 
In diesem Punkte, in dem sie durch meine Versuche bestätigt wird, stimmt die Formel 
mit der von Biel überein, nach der jedoch der Abfall zum konstanten % langsamer er- 
folgt. Ein weiterer Unterschied gegenüber der Bielschen Formel liegt, abgesehen davon, 
daß dem Aehnlichkeitsgesetz Rechnung getragen ist, darin, daß die Rauhigkeitszahl k’ 


Fritzsche, Untersuchungen über den Strömungswiderstand der Gase in geraden zylindr. 


Rohrleitungen Mitt. üb. Forschungsarb. 1908, Heit 60. 

®, Ombeck, Druckverlust strömender Luft in geraden zylindr. Rohrleitungen. Mitt. üb. For- 
sehungsarb. 1914, Heft 158. 

3) R. v. Mises, Elemente d. techn. Hvdromechanik. Leipzig 1914, S.62 bis 64 
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als stetige Veränderliche angesehen wird, während Biel das ganze Versuchsmaterial, 
wie oben dargelegt, in fünf diskrete Gruppen ordnet. 

Um einen Vergleich zwischen meinen Versuchsergebnissen und der Misesschen 
Formel zu ermöglichen, habe ich zunächst in Abb. 29 zu den mit I bis IV bezeichneten 
Geraden, die die Versuchsergebnisse darstellen, vier gestrichelte Linien eingezeichnet, 
die der Misesschen Formel für » ©» bei passend gewähltem X’ entsprechen. Die 
Werte von k' und von o=Xk:d sind den einzelnen Linien beigesetzt. Aus den Ab- 
weichungen zwischen den ausgezogenen und den gestrichelten Linien, die die Genauig- 
keitsgrenzen der Messungen bzw. der Interpolation nicht stark überschreiten, erkennt man, 
daß die Misessche Formel sich der von mir gefundenen Gesetzmäßigkeit gut anpaßt. Die 
K’-Werte, die sich für die vier Versuchslinien ergeben, liegen zwischen 70 und 520°107® em. 
Nach den Angaben der Misesschen Zahlentafel ist 70 etwa der Wert für gewöhnliche 
Holzwände, 520 etwa der Wert für eewöhnliches Mauerwerk 
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Abb. 29 


Auch in Abb. 30, welche die Abhängigkeit der Widerstandszahl von der Reynolds 
schen Kennziiier darstellt, ist eine Uebereinstimmung zwischen den Versuchsergebnissen 
und den Angaben der Misesschen Formel erkennbar. Hier sind drei strichpunktierte 
Linien, die der Formel bei geeigneten Werten der Rauhigkeitszahlen entsprechen, ein- 
gezeichnet; insbesondere schließen sich die beiden höher gelegenen für k = 70 bezw 
850 -10-® em gut an die betreffenden Versuchsergebnisse an. Es muß dahingestellt 
bleiben, wie weit die k’-Werte, die zur Anpassung der Formel an die Versuchsergebnisse 
gewählt werden mußten, untereinander und mit den Angaben der Misesschen Zahlen 
tafel in Einklang stehen 


IV. Zusammenfassung. 


Nach meinen Versuchen zeigt der Stand des Problems etwa das folgende Bild: 

a) Bei mittleren Rauhigkeiten gilt eine von der Reynoldsschen Zahl unabhängige 
Widerstandszahl %, die nur von der relativen Rauhigkeit abhängt und nach der Potenz- 
formel (11) gerechnet werden kann. Die Ueberprüfung der Formel für Kreisrohre wäre 
erwünscht. Besonders wichtig wäre die Ermittlung der Abhängigkeit des Rauhigkeits- 
maßes k von den Abmessungen und der geometrischen Form des Raühigkeitselementes 
Auch nach diesem Gesichtspunkte sollen die Versuche weiter ausgedehnt werden. 

b) Bei geringeren Rauhigkeiten haben wir im allgemeinen eine Abnahme von % 
mit wachsendem A. Ju,eider gestattete es mir die Versuchseinrichtung nicht, die Rev 
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Abh. 30 


noldssche Zahl derart zu steigern, daß ich für alle Rauhigkeitselemente den Bereich des 
quadratischen Gesetzes erreicht hätte. Ein Ausbau der Versuchseinrichtung nach diesem 
(sesichtspunkt würde sehr lohnen, insbesondere um zu prüfen, ob der konstante W-Wert 
überhaupt erreicht wird. Eine weitere Aufgabe ist es festzustellen, von welchen Faktoren 
die Grenze bedingt ist, bei welcher das quadratische Widerstandsgesetz sich einstellt, 
ferner, von welchen Faktoren der Verlauf bis zum konstanten ı» abhängt. 

c) Bei ganz großen Rauhigkeiten habe ich zunächst eine Zunahme von v mit der 
Kennziffer beobachtet. Es wäre hier auch zu untersuchen, ob bei Zunahme der Rey 
noldsschen Zahl sich ® einem konstanten Wert nähert Diese außergewöhnlichen 
Rauhigkeiten liegen zwar außerhalb des normalen Bereiches der technischen Anwendungen, 
für die Ergänzung des Gesamtbildes wäre eine weitere Erforschung immerhin lohnend. 

d) In dem sogenannten Uebergangsgebiet (R = 500 — 8000) habe ich Anomalien 
beobachtet, welche bisher unaufgeklärt sind, insbesondere starke Zunahme von % bei 
abnehmender Kennziffer bei gewissen Rauhigkeitselementen (z. B. Drahtnetz, Waffel- 
blech I). Eine Klärung dieser Anomalien, welche auf Anlauferscheinungen nicht zurück- 
geführt werden können, wäre ebenfalls eine wichtige Aufgabe weiterer Versuche. 

Das ausführliche Zahlenmaterial, welches den Abbildurgen zugrunde liegt, kann 
hier wegen Raummangels nicht veröffentlicht werden. Es findet sich in den Abhandlungen 
aus dem Aerodynamischen Institut der Technischen Hochschule Aachen, III. Lieferung. 
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Kippsicherheit des gekrümmten Stabes 


mit kreisförmiger Mittellinie. 
Von $. TIMOSCHENKO in Pittsburg (Pens.). 


ur Auflösung dieses Problems wenden wir die bekannten Differentialgleichungen des 

Gleichgewichtes eines vom Hause aus krummen Stabes!) an. Im Falle eines Stabes, 

der längs seiner kreisförmigen Mittellinie durch eine gleichmäßig verteilte, auf den 
Mittelpunkt gerichtete Belastung zusammengedrückt wird (Abb. 1), bekommen diese Glei- 
chungen besonders einfache Form. Die Auflösung der Gleichungen gibt uns den Wert 
der gesuchten Kipplast ’). 


') Siehe A. E. H. Love, Theory of Elastieity, third edition (1920), p. 403 und 453. 

°) Die Lösung der Aufgabe über die Kippsicherheit eines Stabes mit kreisförmiger Mittellinie 
im Falle der reinen Biegrunz zab ieh in Berichte des Polytechnischen Instituts in Kieff (1910). Einige 
Probleme über die Kipperscheinungen in gekrümmten Stäben wurden von Prof. E. Nieolai behandelt. 
Leider kann ich hier auf diese russisch publizierte Arbeit nicht näher eingehen 
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1. Aufstellung der Differentialgleichung. Die Verschiebungen in den Rich 
tungen der beweglichen Achsen (x, y, 2) (Abb. 2) bezeichnen wir mit «, v, w, den Ver- 
drehungswinkel mit %. Dann erhalten wir für die Biegungsmomente G, @, und für das 
Drehmoment H die bekannten Ausdrücke: 


B a?v‘ Bı { u du C 
a ‚(a3- ), G= | +—), 4 ( 


d Ü Pr ( N \ 
; ) - 4a } 
ag)’ a? \a9: dQ a? , 


d () d () / 


{L 
wo B und B; die Hauptbiegungssteifigkeiten, © die Torsionssteifigkeit und a den Radius 
der Mittellinie bezeichnen. 

Diese Ausdrücke in die Gleichgewichtsgleichungen !) 


dH da@G dv dd, du 
(Fr == U r H Ja == U,  QaA == U (2 
dal) , dd) I ac) ac { a) ) 
eingesetzt, geben: 
dv . a’ 3 a d’v dv /1 daß l \ 
(1 + ).) + A —.- .A I—N —+- (- o) + A (1 t == \) 
a0?! d@° "40° am \/ dd ) | ‚ 
3 2 2 (3), 
d’u d’w ga’ du \ 
4 4 ——— () 
dw’ al)“ B, dW 
7 B ga 3 
. % . VD > m : \ . ’ (4). 
(' B 


Die dritte der Gleichungen (3) 
zusammen mit der Bedingung der 
Undehnbarkeit der Mittellinie 








dw 

FT Tas 
E 9 | gibt uns die bekannte kritische Last 
1. j für die Knickung eines gekrümmten 
= ae IE “tabes in der Ebene der Mittellinie ?). 
\ j er Die Bedingung für die Kipp 
| \ BI a ee 1 sicherheit des Stabes bekommen wir 
U 

‘ ER: | 
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223]270 





Abb. 1 Ahb. 2 


aus den zwei ersten Gleichungen des Systemes (3). Eliminieren wir v, so erhalten wir 
für & folgende Diiierentialgleichung: 
a' 3 a? ß 


1 (9 l @) + { 1 - () 7) B — () „, E u 5) 
d@* aa? 
Die Lösung dieser Gleichung ist 
= 4Asink© + Bcosk®© + C sinh kı 9 + D cosh kı © (6), 


[2 f /a 2\ 2? 4% N ) 2 w\2 
WO / —— \ Be + y(” = +04 3 kı — V rm + V ”) 4 My, ; 
2 we 2 2 

2. Fall freier Enden. Als einfachstes Beispiel betrachten wir den Fall, wo G 
und 5 an den Enden des Stabes gleich Null sind (Abb. 1). Diese Endbedingungen 


werden erfüllt, wenn wir in der Lösung (6) die Konstanten B, C, D gleich Null, und 
Bi - | WEN +, 


ax 


setzen. 


') Wir nehmen an, daß die gleichmäßig verteilte Belastung g auch nach der Verzerrung parallel 
:u der Ebene der unverzerrten Mittellinie gerichtet ist. 


2) Vgl. meine Arbeit, Berichte des Polvtechnischen Instituts in Kieff, 1910 
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Aus (7) erhalten wir 
DD == = > = - 
an” > Au“ 
Der kritische Druck im Stabe ist 
o»B B (n?— a2)? 


= ga = s | 8 
( a” a’\ıır" + Aa” 


T 5 
Im Falle « — x erhalten wir 


I = — | (9). 


Diese Lösung entspricht der Achterbildung an geschlossenen Kreisringen, wenn die 
Kräfte g ihre Richtung bei der Kippung beibehalten. Den Fall, daß diese Kräfte bei der 
Kippung immer auf den Ringmittelpunkt gerichtet sind, wollen wir weiter unten betrachten. 

"alls der Winkel « sehr klein ist, erhalten wir aus (8) die bekannte Eulersche Formel 

ne 
j: 
wo l= «aa die Länge des krummen Stabes bedeutet. Im Falle «= 7 gibt uns die 
Formel (8) 


k 0, 
was der Möglichkeit einer Drehung als starrer Körper um den Durchmesser des Halbkreises 
entspricht. Für k = — bekommen wir die Gleichgewichtsformen höherer Ordnung mit 
Halbwellen. Setzen wir —= mn, so läßt sich der kritische Druck (8) so darstellen: 
Ken er | Et 8‘) 
a? m?(Am?+n? 


Der l’ebergang von der Gleichgewichtsform mit einer Halbwelle zur Form mit zwei 
Halbwellen entspricht dem Falle 


Tir)n (7 )n 23 
oder, nach (8), 
(1— m‘) Als 1 m?*)* 
Am +1  Am?r+s 
Das gibt uns 
m—= 1,48 und «@ = 1,487 


D. h. bei 
1487 <a<2n7 
wird die erste ausgebeulte Gleichgewichtsfiorm aus zwei Halbwellen bestehen 


Im Falle «= 2 nr wird dieser Form 7,, = 0 entsprechen, d.h. daß sich der Kreis- 
ring um einen Durchmesser frei drehen kann. 


Die erstentstandene ausgebeulte Form des geschlossenen Kreisringes wird aus vier 
Halbwellen bestehen 


3. Eingespannte Enden. Mit Hilfe der allgemeinen Lösung (6) können wir die 
Kippsicherheit auch bei anderen Endbedingungen untersuchen. Nehmen wir z.B. an, daß P 


IS 


und g m den Enden des Stabes gleich Null sind (eingespannte Enden), so erhalten wir 
aus (6) die folgende Gleichung zur Berechnung der Kipplast: 
k EB k: j j 
2 + p sin k @sinh kı « 2 cosk «a cosh kı @ = 0 . (10). 
Ki 


Wird « sehr klein, können wir k, « als kleine Größe betrachten und k, gegen k 
vernachlässigen. Es läßt sich dann die Bedingungsgleichung (10) in folgender Form 
darstellen: 


2 — kasink« 2c0o ka —0 | (11). 
Diese (rleichung wird befriedigt durch 
k an 
Damit erhalten wir 
a a 98” (12), 
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d.h. der kritische Druck im Stabe wird 

B (4 u? u a?) ? 
2 4n?+Ja? (13). 
Dieses Resultat fällt an der .Grenze («= 0) mit der Eulerschen Knicklast zusammen. 


Für größere Werte von « haben wir einige Werte der Knicklast aus der Gl. (10) 
berechnet!). Die entsprechenden Werte von ® sind in folgender Zahlentafel gegeben: 


‚4; =qa= 





a= | 0,250 nz 0,500 x 1,00 7 1,063 1,10 1,24 1,50 7 in 
PR | 60,1 12,6 1,85 1,538 140 | 1,00 0,69 0,60 


Nähert sich &« der Größe - Be so geht wieder die Gl. (10) in die Gl. (11) über 
1 


/ 


)ı 


a | a u 
und wir erhalten als Grenzwert » — j' Die Resultate der Formel (12) mit den Zahlen 


der Zahlentafel vergleichend, können wir schließen, daß uns diese Näherungsformel gute 
Näherungswerte für »® auch bei größeren Werten des Winkels « gibt. Bei «= !/, 7 be- 
trägt der Fehler 2,2 vH. Bei @—='/, z wird dies gleich 7,1 vH sein 


4. Ableitung aus der potentiellen Energie. Wie man die Kippsicherheit aus 
der Betrachtung der potentiellen Energie des Systems finden kann, wollen wir an dem 
einfachsten Beispiele, wo @ und £ an den Enden des Stabes gleich Null sind (Abb. 1), 
zeigen. 

Im Fall einer ebenen Form des Gleichgewichtes wird die potentielle Energie des 
Stabes nur aus der Energie des Druckes bestehen. Nehmen wir jetzt die Ausbeulung 
des Stabes, so wird dadurch die potentielle Energie der Biegung und der Torsion erzeugt, 
aber in derselben Zeit wird die potentielle Energie des Druckes etwas vermindert. Wenn 
die potentielle Energie der Biegung Vz zusammen mit der Energie der Torsion Vr größer 
als die Verminderung V» der potentiellen Energie des Druckes ausfällt, so ist die ebene 
Form des Gleichgewichtes des Stabes stabil. Im entgegengesetzten Fall ist diese Form 
labil. Die kritische Last können wir aus der Gleichung 


Ya Vn .: . 2% ne; (14) 
finden. 


Nehmen wir 
, ._n20 
BP=ysin —, 
&% 


so gibt uns die erste der Gleichungen (3) 


rt? 
2 -r Er 
dv aa a? 2) 
= —y— — C08 
a0 zz 1+/, a 


u u 4 
Diese Werte von 8 und —- in die Formeln (1) für die Momente eingesetzt, ergeben 


oO 


für die potentielle Energie folgende Ausdrücke: 


j <3\ 8 
ie „aBl u? 
RE. G?adQ = y?- 5 
2B, 4a \1+/ 
2 


a a 


a 
i 1 u.“ y 
JEDE PET PT 2 DATE A De 
2C 4a 7t 1+4 
0 


2\3 
zI 
a + 

a dv \? a ga? a® as 

h,=- ( | ) adQ = y? - — 

2) \aa0 Izı 1 +4 
N 

I) Bei der Berechnung haben wir die Poissonsche Zahl o= 0,3 und ) = 0,65 genommen, was 


einem sehmalen rechteckigen Querschnitt des Stabes entspricht. 


24 
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Diese Ausdrücke in die Gleichung (14) eingesetzt, geben für die kritische Last T'}- 
die frühere Formel (S). 


5. Die Belastung dauernd nach dem Mittelpunkt ge- 
richtet. Als zweites Beispiel wollen wir den Fall betrachten, daß 
die Kräfte g bei der Ausbeulung immer auf den Ringmittelpunkt 
zu gerichtet sind (Abb. 3). Bei Aufstellung der Gleichung für die 
Berechnung der Kipplast müssen wir jetzt auch die Arbeit der 
Komponenten der äußeren Kräfte q in der Richtung der Verschie- 
bung v in Betracht ziehen. Diese Arbeit wird gleich 


t? 2 
A + 


Bo won j 2 
AU nn 00a" & [04 a 
A -—— net ad (@) & d ® BE y- 1 - ui ” 2 " 
a 2 n! 2 43 
() () 


Die Gleichung für die Berechnung der kritischen Last wird: 





1.54 BEE: 227 00 
14 Aus dieser Gleichung erhalten wir für «<n 
1 } Bn? n?— 0? 
A T,;, = ( a — — . 16). 
| 1 2 a? a? (Aa?+n?) (46) 
I 
1 . 7T . . 
r Bei «= — gibt uns die Formel (16). 
+ 2 23/272\ B 2 
h x Ei Zur er . . . . . . (17), 
Ka: ai+4 
Abb. 3 was mit dem Resultate der Berechnungen von Hencky für einen 
geschlossenen Kreisring übereinstimmt ). 
Agram, Mai 1922. 187 


Über das Schicksal gemischter Populationen 


nach den Mendelschen Vererbungsgesetzen. 
Von HEINRICH TIETZE in Erlangen.’ 


ie Mendelschen Vererbungsgesetze liefern, wie bekannt, eine erfahrungsgemäß richtige 

Aussage über die Zahlenverhältnisse, in denen gewisse Merkmale der Lebewesen 

einer Generation sich in der nächsten Generation wiederfinden. Ein einfaches 
Beispiel soll zunächst in den Inhalt der Mendelschen Gesetze und die bei der Unter- 
suchung auitretenden Begriffsbildungen einführen. Auf die den Zahlengesetzen zugrunde- 
liegenden Vorgänge in den Keimzellen — einen Gegenstand neuerer biologischer Unter- 
suchungen — braucht dabei nicht eingegangen zu werden. 

Von der »Wunderblume« (Mirabilis jalapa) gibt es drei durch die Blütenfarbe 
unterschiedene Typen, einen mit roten, einen zweiten mit weißen, einen dritten mit blaß- 
rosa Blüten. Wird der Stempel einer rotblühenden Blume mit Staub einer ebenfalls rot- 
blühenden Blume befruchtet, so entstehen ausnahmslos rotblühende Nachkommen: der 
rotblühende Typus ist reinrassig (homozygot). Das gleiche gilt vom weißblühenden 
Typus; unter sich fortgepflanzt gibt er nur weißblühende Nachkommenschaft. Wenn der 
rote und der weiße Typus gekreuzt werden, so haben die Nachkommen durchwegs rosa- 
farbige Blüten, wobei sich kein Unterschied ergibt, ob der Stempel einer roten Blume 
mit Staub von einer weißen befruchtet wurde oder umgekehrt. Der so durch Kreuzung 
entstandene rosafarbene heterozygote Typus (hybride Typus, Bastard-Typus) weist 
aber hinsichtlich der Vererbung seiner Eigenschaften ein ganz anderes Verhalten auf als 
der rote oder der weiße homozygote Typus. Wird der rosa Typus nur unter sich fort- 
gepflanzt, so entstehen keineswegs nur rosablühende Nachkommen, sondern es sind unter 
den Nachkommen alle drei Typen vertreten; und zwar ist nach Mendel durchschnittlich 
die Hälfte der Nachkommen rosablühend, ein Viertel rot und ein Viertel weiß. Dabei 


) Siehe diese Zeitschr. 1, 1921, S. 451. 
Vorgetragen in der Versammlung in Leipzig, September 1922. 
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eigen die rotblühenden unter diesen Nachkommen von rosa Eltern keinen Unterschied 
regenüber. solchen roten Exemplaren, die nur von roten Eltern abstammen, und zwar 
icht nur individuell, sondern auch in der Weitervererbung ihrer Eigenschaften. Werden 

B. solche rote Nachkommen von rosa Eltern nur unter sich gekreuzt, so entstehen 
‚usnahmslos rote Nachkommen: davon, daß in der Ahnentafel dieser Exemplare der rosa 
und damit der weiße) Typus vertreten ist, ist an ihnen selbst und an ihren Nachkommen 
ede Spur verschwunden. Ganz das gleiche gilt von den weißen Nachkommen von rosa 
Eltern: sie unterscheiden sich in ihren individuellen und in ihren Vererbungseigen- 
chaften nicht von anderen Exemplaren des weißen Typus. Endlich zeigen die rosa- 
farbigen unter den Nachkommen rosafarbiger Eltern in ihren Eigenschaften keinen Unter- 
schied gegenüber ihren rosafarbigen Eltern; diese rosa Nachkommenschaft gibt unter 
sich gekreuzt wieder Nachkommen von allen drei Typen, und wieder im gleichen Zahlen- 
verhältnis. Es ist also auch ausgeschlossen, durch fortgesetztes Kreuzen von nur rosa 
Exemplaren schließlich einen rosa Typus von den Eigenschaften eines reinrassigen Typus 
mit ausnahmslos rosablühender Nachkommenschaft zu gewinnen; stets wird etwa ein 
Viertel roter und ein Viertel weißer Nachkommen dabei sein. 


Wird der rosa Bastardtypus mit einem der reinrassigen Typen, z. B. dem roten, 
rekreuzt, so sind die Nachkommen nicht etwa von einer mittleren (dunkelrosa) Färbung 
„wischen rot und rosa; sondern ein Teil der Nachkommen — nach dem Mendelschen 
Gesetz durchschnittlich die Hälfte — gehört dem roten, der andere Teil dem rosa Typus 
an; dabei gilt wieder, daß die auf solche Weise erzeugten roten bzw. rosa Exemplare 
sich von Exemplaren des gleichen Typus, die auf andere Weise entstanden sind, weder 
individuell noch in ihren Vererbungseigenschaften unterscheiden. Analog entstehen 
aus der Kreuzung des rosa mit dem weißen Typus Nachkommen, die entweder dem 
rosa oder dem weißen Typus angehören, und zwar wieder durchschnittlich zu gleichen 
Teilen. Es ist also nicht möglich, durch fortgesetzte Kreuzungen Zwischenstufen in der 
"ärbung zwischen rot und rosa oder zwischen rosa und weiß zu gewinnen: es treten 
immer nur Nachkommen von einem der drei Typen auf. Die mitgeteilten Zahlenverhältnisse, 
nach denen sich jedesmal die Nachkommenschaft auf die einzelnen Typen verteilt, geben 
für unser Beispiel den Inhalt der Mendelschen Gesetze wieder, soweit er zur vor- 
äufigen Erläuterung unseres Gegenstandes nötig ist. Die gleichen Verhältnisse hat man 
in zablreichen anderen Fällen wiedergefunden. Sie treten dann auf, wenn hinsichtlich 
eines Merkmals (bei mirabilis jalapa war es die Blütenfarbe) zwei reinrassige Typen und 
ein — von ihnen äußerlich unterschiedener — Bastardıypus vorhanden sind. Wichtig 
ist aber auch der nicht seltene Fall, daß der Bastardtypus, das Kreuzungsprodukt der 
beiden reinrassigen Typen, äußerlich von einem der reinrassigen Typen nicht oder 
nur schwierig zu unterscheiden ist — sei es jederzeit, sei es wenigstens unter gewissen 
besonderen Lebensbedingungen. Es wäre z. B. denkbar, daß in einem Fall, analog dem 
der Wunderblume, der Bastardtypus nicht blaßrosa, sondern weiß blüht. Hier wird von 
Dominanz der weißen Blütenfarbe über die rote gesprochen. Grundsätzlich sind aber 
wieder drei Typen auseinander zu halten: der rote reinrassige, der weiße reinrassige 
ınd der weiße Bastardtypus. Denn wenn auch Exemplare der beiden letzteren Typen 
ndividuell nicht zu unterscheiden sind, so unterscheiden sie sich doch in ihren Ver- 
erbungs-Eigenschaften, so daß z. B. unter den Nachkommen weißer Bastarde stets auch rote 
Exemplare auftreten, unter den Nachkommen weißer reinrassiger Eltern niemals. Die 
Untersuchung der Nachkommen gestattet also stets die Unterscheidung der beiden weißen 
Typen. Man spricht in einem solchen Fall von 3 Biotypen (Typen, die sich, wenn 
nicht im Aussehen der Individuen, so doch in den Vererbungs-Eigenschaften unterscheiden) 
und von 2 Phänotypen (äußerlich individuell unterscheidbare Typen). Im übrigen 
selten die Mendelschen Gesetze unverändert, nur daß eben bei statistischen Fest- 
stellungen die zum gleichen Phänotypus gehörigen Biotypen in einen Topf geworfen 
erscheinen. Z.B. ist bei Dominanz der weißen Farbe die Nachkommenschaft von Eltern, 
die beide dem weißen Bastardtypus angehören, zu einem Viertel rot und zu drei Vierteln 
weiß; unter den drei Vierteln weißen Nachkommen erscheinen nämlich vereinigt jene 
les weißen Bastardtypus (die Hälfte der ganzen Nachkommenschaft) und jene des weißen 
reinrassigen Typus (ein Viertel der Nachkommenschaft). Die ersten, von Gregor 
Mendel selbst ausgeführten, Kreuzungsversuche mit Erbsenrassen betrafen gerade solche 
Fälle von Dominanz mit dem Verhältnis '/, : ?/, für die Nachkommenschaft des Bastardtypus. 

Haben wir hiermit Fälle von »Monohybridismus« besprochen, wo die ver- 
chiedenen zur Kreuzung kommenden Typen nur bezüglich eines einzigen Merkmales, 
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wie der Blüteniarbe, unterschieden sind, so gelten analoge Gesetze bei »Polyhybri- 
dismus«, der dann vorliegt, wenn bezüglich mehrerer Merkmale Unterschiede auf- 
treten und die einzelnen Merkmale (z. B. Form der Blüte, Größe der ganzen Pflanze usw.) 
unabhängig voneinander in Kombination treten. (Bezüglich schärferer Unterscheidung 
zwischen Merkmalen und Erbfaktoren vergl. Anm. 24a.) Wir behandeln diesen ver- 
wickelteren Fall im zweiten Abschnitt der vorliegenden Arbeit, deren Ziele und haupt- 
sächlichste Ergebnisse in folgendem bestehen. 

Eine Gesamtheit von Individuen verschiedener Typen derselben Art von Lebe- 
wesen, die sich miteinander in Lebensgemeinschaft befinden, wird eine gemischte 
Population genannt und man spricht von panmiktischer Vermehrung oder Panmixie, 
wenn bei einer solchen sich selbst überlassenen Population (in der freien Natur, oder 
etwa auch in einer sog. Ramschkultur) alle möglichen Kreuzungen zwischen den ver- 
schiedenen Typen auftreten, wenn also freie Vermischung nach Zufallsregeln erfolgt. 
Bei Mendelscher Vererbung ergibt sich dann nach dem oben Gesagten immer nur eine 
beschränkte Zahl verschiedener — teils homozvgoter, teils heterozygoter — Typen, der- 
art, daß darüber hinaus auch bei fortgesetzten Kreuzungen keine weiteren Typen ent- 
stehen können. Nimmt man nun an, daß für eine Generation (die »Ausgangs- 
eeneration«) bekannt ist, welches die Anzahl der Individuen der verschiedenen Bio- 
typen in dieser Generation ist, oder daß wenigstens die Verhältnisse bekannt sind, in 
denen diese Anzahlen zueinander stehen, so entsteht die Frage, welches bei panmiktischer 
Fortpflinzung die entsprehenden Zahlenverhältnisse in der nächsten Generation (der 
ersten Filial-Generation«) und in den folgenden Generationen sein werden. Wir 
beschäftigen uns mit dieser Aufgabe und im besonderen mit der Frage, wie weit der 
von verschiedenen Seiten ausgesprochene Satz, der die Konstanz dieser Zahlen- 
verhältnisse der verschiedenen Biotypen bei Panmixie behauptet, für beliebige Aus- 
gangs-Zahlenverhältnisse gültig ist. 

Zunächst legen wir unseren Rechnungen gewisse (auch sonst übliche) - Voraus- 
setzungen!) über gleichmäßige Verteilung der Geschlechter, sowie über gleichmäßige 
Lebens- und Reproduktionsfähigkeit der verschiedenen Biotypen zugrunde. Unter diesen 
Gleichmäßigkeits-Voraussetzungen ergeben sich gewisse Bedingungen für die Zahlenver- 
häl'n:sse in der Ausgangs-Generation (wir nennen sie »Konstanzbedingungen« oder 
‚Gleichgewichtsbedingungen«*)), als notwendig und hinreichend für die Konstanz 
in den folgenden Generationen — und damit wesentliche Einschränkungen, denen der 
Satz von der Konstanz dieser Verhältnisse unterworfen ist. 

Dabei zeigt der Fall nur eines einzigen Merkmals (Monohybridismus) gegenüber 
dem Fall mehrerer unabhängiger Merkmale (Polyhybridismus) bemerkenswerte Verein 
fachungen. Bei Monohybridismus treten Zahlenverhältnisse, die den Gleichgewichts- 
bedingungen genügen, stets bereits in der auf die Ausgangsgeneration folgenden 
ı. Filialgeneration auf, und da alle fo!genden Generationen dann die gleichen Ver- 
hältnisse aufweisen, so treten die konstanten Verhältniswerte rein in Erscheinung, sSo- 
bald die Ausgangsgeneration ausgestorben ist. Erst äußere Momente (z. B. im Zusammen- 
bang mit vorübergehender Reduktion der Population auf wenige Individuen) können den 
Uebergang zu anderen Zahlenverhältnissen herbeiführen, die sich aber wieder von der 
nächstfolgenden Generation an in solche umwandeln, die den Gleichgewichtsbedingungen 
genügen. 

Hingegen werden bei Polyhybridismus, wenn man für die Ausgangsgeneration 
beliebige Zahlenverhältnisse annimmt (die den Gleichgewichtsbedingungen nicht genügen) 

und im übrigen wieder die oben genannten Gleichmäßigkeits-Voraussetzungen zu- 
grundelegt —, diese Verhältniswerte sich in den folgenden Generationen solchen, die den 
Gleichgewichtsbedingungen genügen, im allgemeinen nur schrittweise annähern: man 
hat Grenzwerte, denen die Verhältnisse beliebig nahekommen’), ohne daß sie (in der 

') Diese Gleichmäßigkeits- (Uniformitäts-) Voraussetzungen sollen im folgenden kurz als »Vor- 
aussetzungen (Ü)« bezeichnet werden. Doch sei bemerkt, daß auch das Auftreten selektiver Momente 
(das Wort in ganz allgemeinem Sinn genommen), der Fall geschlechtsgebundener Merkmale sowie 
Faktorenkoppelung den gleichen Methoden zugänglich ist, worauf zurückzukommen wohl noch Gelegen- 
heit sein wird. 

2) Vgl. Anm. 21. 

3) Natürlich ist diese Aussage nur im Sinne der Kennzeichnung des mathematischen Unter- 
schiedes gegenüber dem Falle des Monohybridismus zu verstehen. Denn da es sich nur um Fest 


stellung der nach Zufalisgesetzen wahrscheinlichsten Werte unserer Zahlenverhältnisse handelt, 
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ersten oder einer späteren Filialgeneration) je genau erreicht würden®). Nur in ganz 
besonderen Fällen wird bereits die erste Filialgeneration genau die Gleichgewichts- 
bedingungen erfüllen. 

Unsere Behandlung des Polyhybridismus im zweiten Abschnitt umfaßt auch den 
Monohybridismus als Spezialfall (für m = 1). Gleichwohl wurde im ersten Abschnitt 
jene des Monohybridismus vorausgeschickt, nicht nur, weil selbst über diesen einfachsten 
Fall in der Literatur neben richtigen auch ungenaue oder geradezu unrichtige Angaben 
anzutreffen sind, sondern vor allem zur Einführung in d’e analoge Behandlungsweise 
des allgemeinen Falles. 

In der Fachliteratur über die in Frage stehenden Hybridationsvorgänge herrscht 
die Behandlung des Falles vor, daß für jeden einzelnen Erbfaktor (z. B die Blütenfarbe) die 
Anzahl der reinrassigen Merkmalsformen genau zwei beträgt (wie rot und weiß beim 
Mirabilis-Fall), wobei die betreffenden Typen in üblicher Weise etwa die Bezeichnungen 
AA und aa erhalten (die Bastardform aber Aa). Da die mathematischen Betrachtungen 
aber dadurch prinzipiell nicht schwieriger werden, habe ich sie auf den allgemeinen 
Fall ausgedehnt, daß eine bezüglich jedes Merkmals beliebige Anzahl r von rein- 
rassigen Merkmalsformen zur Kreuzung zugelassen wird, bzw. in der Population auftritt 
(z. B. drei der Farbe nach verschiedene homozygotische Formen AA, aa, @««& mit den 
zugehörigen drei’) heterozygotischen Aa, A«, a«)°®). Dies führte dazu, die gebräuchliche 
Bezeichnungsweise der Erbfaktoren im Sinne größerer mathematischer Handlichkeit um- 
zuformen (durch Indizes bzw. Nummern) und die Anlegung der üblichen (für kompli- 
ziertere Fälle und allgemeine Betrachtungen aber umständlichen bzw. unübersehbaren) 
Schachbrett-Tafeln durch einfache Rechnungen (unter Einführung geeigneter Hilfsgrößen) 
zu ersetzen. 

Als Nicht-Biologe habe ich es unterlassen, die einschlägigen Stellen der Fach- 
literatur zusammenzustellen. Fast alles, was mir darüber bekannt geworden ist, geht 
direkt oder letzten Endes auf die freundliche Unterstützung zurück, d'e ich von hiesigen 
Kollegen einschlägiger Fächer erfahren habe und wofür ich auch an dieser Stelle wärmsten 
Dank sage’), Wenn ich ein bestimmtes Werk iiber Vererbungslehre speziell anführe, 
so geschieht es, weil ich zufällig gerade durch dieses auf die behandelten Fragen auf- 
merksam wurde und mir eine Stelle darin den Anstoß zu den folgenden Rechnungen gab°). 

Die angewendete Mathematik beschränkt sich auf die einfachsten Regeln der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung und einen einfachen Grenzwertsatz —, abgesehen von der 
unumgänglichen Verwendung von Summenzeichen für einfache und mehrfache Summen —, 
unumgänglich insbesondere, wenn die verschiedensten Fälle hinsichtlich Zahl der men- 


denen gegenüber jeder mit einer beschränkten Zahl von Exemplaren arbeitende Einzelfa!l| Ahweichungen 
aufweist (Streuung), so kann weder (bei Monohybridismus) cie theoretisch genaue Konstanz «er Ver- 
hältnisse in den Filialgenerationen, noch (bei Polyhybridismus) die unbeschränkte, den Grenzwert aber 
theoretisch nie genau erreichende Annäherung prak'isch zur Beobachtunze kommen Uebrigens läßt sich 
natürlich aueh die Streuung ihrerseits ma'hematisch behandeln (im Zusammenhang damit die Frage 
nach stabilem, labilem oder indifferentem Gleichgewicht für die den Gleichgewichtsbedingungen 
genügenden Zahlenverhältnisse), worauf aber hier nicht weiter eingerangen werden soll. 

!) Nebenbei bemerkt treten auch im Fall des Wirkens selektiver Momente ‘hier bereits bei 
Monohybridismus) Fragen nach Grenzwerten auf, denen sieh im Laufe der Generation n die Zahlen- 
verhältnisse schrittweise annäh rn, und zwar in gewissen Fällen, wie bekannt, derart, daß praktisch 
einzelne Typen rasch eliminiert werden. 

5) Analog allgemein bei r homozygotischen Formen (eines Erbmerkmals) '/ar(r — 1) hetero- 
zygotische. 

6) In der neueren Literatur spielt, wovon ich nach Fertigstellung meiner bezüglichen Rechnungen 
Kenntnis erhalten habe, dieser allgemeine Fall des sog. multiplen AÄllelomorphismus« bereits 
eine gewisse Rolle. 

') Auch gedenke ich gerne der anregenden Mitteilungen über Vererbungslehre, die Herr Kollege 
P. Claussen (jetzt in Marburg) in unserer hiesigen techn.-naturwiss.-mathemat. Vereinigung gemacht hat. 

°) Von Behandlungen des Gegenstandes durch Mathematiker ist mir außrr den in Anm. 9 ge 
nannten (auf Monohybridismus für r=2 bezüglichen) Abhandlungen von G. H. Hardy und K. Pearson 
nur durch mitindliche Mitteilung des Herrn Study auf der Leipziger Naturforscher-Versammlung 1922 
bekannt geworden, daß er selbst den Fall des Dihvbridismus behandelt. j*doch nichts darüber ver- 
öffentlicht hat. Gleichfalls im Anschluß an die Leipziger Tagung machte mich Herr v Mises freund 
licherwejse auf folgende Arbeit aufmerksam, die mir aber leider bier nicht zugänglich ist: Hagström, 
Ein erblichkeitstheoretisches Grenzproblem, Svenska Aktuarie-föreningers Ti ıskrift 1917, p. 162 176 
Ueber einen in Leipzig von mir gehaltenen Vortrag wird kurz berichtet im Jahresvericht der Deutsch. 
Mathem. Vereinigung 31 (1922), 2. Abt., p. 114. 
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delnden Merkmale und Zahl der Formen des einzelnen Merkmals nicht jeder Fall für 
sich in ständiger Wiederholung analoger Betrachtungen, sondern durch eine allgemeine 
Gesamtbetrachtung erledigt werden sollten. Bei dieser Generalisierung hoffen wir die von 
der Natur gezogenen Grenzen eingehalten zu haben. Bekanntlich bildet, wie für unseren 
Gegenstand so auch für die Mehrzahl aller Romane, die Liebe zwischen den beiden Ge- 
schlechtern die treibende Kraft; und es wird dem Mathematiker nachgesagt, wenn er 
einen Roman schriebe, so wäre es der »allgemeine«, in dem nicht 2, sondern allgemein 
n verschiedene Geschlechter auftreten, — woraus ja jeder Leser nach Wunsch durch 
Spezialisierung für n = 2 einen gewöhnlichen Roman machen könne. Man wird finden, 
daß wir uns in diesem Punkte sogleich mit dem Spezialfall begnügt haben ?), 


I. Fall eines einzelnen Merkmals (Monohybridismus)°®), 


1. Populationszahlen. Wir beginnen beim Monohybridismus (Anzahl der Merk- 
male m = 1) mit dem zumeist betrachteten einfachsten Fall von zwei zur Kreuzung 
kommenden reinrassigen Typen’) (also » = 2; über den Fall r > 2, d. h. multiplen 
Allelomorphismus, vgl. 10). Diese Typen seien mit AA und aa, der Bastardtypus mit 
Aa=aä4 bezeichnet — wobei wir uns vorläufig nicht darum kümmern, ob etwa letzterer 
äußerlich dasselbe Aussehen wie A A hat (A gegen a dominant ist), oder ob Aa einen 
intermediären Typus darstellt. Um, wie es besonders später nötig wird, übersichtlichere 
Formeln zu bekommen, sollen die Faktoren A bzw. a auch mit Aı bzw. A, oder auch kurz 
mit den Nummern 1 bzw. 2 bezeichnet werden, so daß für unsere Typen z.B. AA bzw. 
Aa auch Aı 4ı = (1,1) bzw. Aı 4 = (1,2) geschrieben wird. Irgend ein Faktorenpaar 
A; 4; oder irgend ein Zahlenpaar (i,j), wo sowohl i als j eine der Zahlen 1 oder 2 be- 
deutet, stellt also einen Biotypus dar. Mit P(AA) [oder auch P(A, Aı) = P(1,1)] oder 
kürzer P,ı werde die Anzahl der in einer Population vorhandenen Exemplare des Typus 
AA= (1,1) bezeichnet und die entsprechende Bedeutung mögen P(Aa)=PlaA)=P:ı: 


— P;ı und P(aa) = P» für die anderen Typen haben. Bedeutet P die Gesamtzahl 
aller Exemplare in der Population, so ist also 
Pıı+Pıa» + Paar = P ee a Fi (1). 
Aus den »Populationszahlen«e P;; ergeben sich die »relativen Populationszahlen« !° 
P Pıa __ Paı Pa 


pPıı = "I Pı = Pa = P _ p pa = p’ 
und jede dieser Zahlen p;; gibt den Bruchteil an, den die Exemplare vom Typus (i, j) 


in der ganzen Population ausmachen. Division von (1) durch P ergibt 
pıı -t- pPı3 + Pa2 = R.; . . . . . . ) (2). 


Welches ist nun das Schicksal einer solchen sich selbst überlassenen großen Po- 
pulation bei freier (panmiktischer) Vermehrung, und zwar unter den in der Einleitung 
genannten Voraussetzungen gleichmäßiger Lebens- und Reproduktionsfähigkeit aller 
Typen und gleichmäßiger Verteilung der Geschlechter [Voraussetzungen (U)')]}? Welches 
sind im besonderen die wahrscheinlichsten Werte'!!) für die rPZ in der nächsten und 
den folgenden Generationen? Wir wollen mit einem oberen Index 1 die PZ und rPZ 


#%«) Eine Zusammenstellung der Abkürzungen, die im folgenden verwendet werden, mag hier 
Platz finden: GZ = Gametenzahl/en); rGZ = relative GZ; rGZ 1.0 = rGZ erster Ordnung (analog: 2.0 
- zweiter Ordnung usw.); PZ = Populationszahlfen); rPZ = relative PZ: PHZ = Populations-Hilfszahl(en) ; 


rPHZ = relative PHZ: = männlich: 2 — weiblich. 
8b) Diesen und manchen anderen Fachausdruck, der den Nicht-Biologen wohl entbehrlich er 
scheinen dürfte, hat der Verfasser nieht unterdrücken wollen, um den Zusammenhang mit der biologi 


schen Literatur zu wahren. 

") Die wesentlichen über diesen Fall entwickelten Resultate sind nicht neu: siehe G. H. Hardy, 
Mendelian proportion in a mixed population, Science, New York, 28 (1908), p. 49—50; Karl Pearson, 
On the ancestral gametic Correlations of a Mendelian Population mating at Random, Proc. R. Soc. of 
London 81 (1909), Ser. B. Vgl. auch K. Pearson, On a generalised Theory of alternative Inheritance, 
with special Reference to Meudel’s Laws., Phil. Transact. R. Soc. of London, A, vol. 203, p. 53. 

10) Wir schreiben späterhin abgekürzt PZ und rPZ für die Worte: »Populationszahl(en)« und 
»relative Populationszahl/en)*. 

!l) Diese wahrscheinlichsten Werte werden ceteris paribus mit den tatsächlichen um so besser 


übereinstimmen, je größer die Population ist. 
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für die nächste Generation [erste Filialgeneration '?)] bezeichnen, also mit P'\ı, P'ia, P'as 
die PZ mit p',ı, p'ı2, P'as die rPZ, mit P! die Gesamtstärke der F'-Generation. Dann 
handelt es sich zunächst darum, wenn 1, Pız, Pa» bekannt sind, daraus p'ı,, p'ı2, P'sa 
zu berechnen und zu sehen, wann die neuen rPZ den alten gleich ausfallen, wann nicht. 


2. Populations-Hilfszahlen. Um möglichst glatte Formeln zu bekommen, führen 
wir als rechnerische Hilfsgrößen ein: 


Qu = Pu, Qu = !aPı = Qzı = "a Pı, Qu = Pal (3) 
QJıı = Pıı, 2 = l/spı: = dı = apı, Q23 = p33 ) Een 


und bezeichnen die Q;,; als Population;-Hilfszahlen, die g;; als relative Populations-Hilfs- 


hl 13\ Es i Mr zu 14 0 ö . 2 
zahlen '°). s ist dann j = 2 (für beliebige 2, 7). Ferner folgt aus (1) wegen P’; 
— 2/3 = Rız + Qı sofort: 


P= Qı + Qıa + Rıı + Ra» oder P= we. re 4), 


l 


(wo in der Summe 2 jeder Buchstabe ;,j für sich die Werte 1 und 2 durchläuft); und 
analog aus (2): 


” Mv 


; 


’) 


l= dı r 912 + gQı + q33 oder 1 = >> Gi; : ‘ j ; (5). 
j—) 
3. Gameienzahlen. Die Entwicklung der F'- aus der F"-Generation wird durch 
Vererbungsgesetze beherrscht, die sich bekanntlich — ohne daß auf die Chromosomen- 


theorie eingegangen werden müßte — in folgendem schematischen Bilde darstellen lassen: 
Für die von einem (männlichen bzw. weiblichen) Individuum unserer Population ent- 
wickelten (männlichen bzw. weiblichen) Keimzellen (Gameten) lassen sich, und zwar in 
gleicher Weise bei beiden Geschlechtern, zwei Typen (Gametentypen) unterscheiden: 
A, und As. Ist nun A;A, einer unserer Biotypen, so gilt für die von Individuen dieses 
Biotypus entwickelten Keimzellen: Wenn der Biotypus reinrassig, also Aı Aı bzw. As As 
ist, dann sind alle von ihm entwickelten Keimzellen vom gleichen Typus: alle vom '['vpus 
Aı bzw. alle vom Typus A;. Hingegen sind die von Individuen des hybriden Biotypus 
A, A, entwickelten Keimzellen durchschnittlich zur Hälfte vom Typus 4,ı, zur Hälfte vom 
Typus 4,; alle Fälle zusammengefaßt: im Durchschnitt ist stets (ob nun ?—=j oder ; # j) 
die Hälfte der von Individuen des Biotypus 4:4, entwickelten Keimzellen vom Typus 4;, 
die andere Hälfte vom Typus A. Aus der Vereinigung einer männlichen Keimzelle vom 


Typus A; mit einer weiblichen vom Typus A, — aber ganz ebenso (!) auch aus der 
einer männlichen A, mit einer weiblichen A; — entsteht ein Individuum vom Biotypus 
4:4 =4;4:. 


Um nun auf Grund dieser Vererbungsgesetze aus einer gegebenen Verteilung der 
F’-Generation auf die drei Biotypen die (wahrscheinlichste) Verteilung der F' Gener.tion 
zu bestimmen, achten wir zunächst auf die Gesamtheit allı-r für die Entstehung eines 
Individuums der F"-Generation mitwirkenden Keirnzellen eines bestimmten Ge=chl»chts, 
etwa die männlichen (Z)!*). Wir fragen, wie sich diese Keimzellen auf die beiden 
Gametentypen Aı und A; verteilen 

Nan folgt aus unseren Gleichmäßigkeits-Voraussetzungen (U), denen gemäß bei 
jedem Biotypus die Verteilung auf die beiden Geschlechter die gleiche ist!’), daß sich 
die männlichen F’-Individuen für sich allein auf die drei Biotypen Aı dı, Aı da, As As 
ebenso wie die Gesamtpopulation im Verhältnis Pıı: Pıs : Pa = pıı : Pı2 :Ppaa Verteilen; 


12) Sie möge, entsprechend der üblichen Bezeichnung, als /! Generation bezeichnet werden, 
ebenso allgemein die nte Filialgeneration als F"-Generation und entsprechend die Ausgangs-(Paternal-) 
Generation als F’°-Generation. 

13) Wir werden die Worte »Populations-Hilfszahl/en)« und »relative Populations-Hilfszahl(en)« 
mit PHZ und rPHZ abkürzen. 

14) Die gleiche Ueberlerung gilt dann ftir die »mitwirkenden« weiblichen (9) Keimzellen. Da 
wir den vollen Uebergang von einer Generation zur nächsten im Auge haben, so deuken wir als »mit- 
wirkende« Keimzellen nur jene mitgezählt, aus deren Vereinigung mit einer Keimzelie des anderen 
Geschlechts ein lebensfühiges, selbst zur Geschlechtsreife gelangendes Individuum der F'-Generation 
hervorgeht. Nebenbei bemerkt ist also die Gesamtzahı der als »mitwirkend« ge-ählt-n Keimzellen eines 
Jeden Geschlechts gleieh der Anzahl der (geschlechtsreifen) Individuen der nächsten Generation 

15, Dabei könnte sehr wohl die Anzahl der u von der der 9-Individuen verschieden sein, nur 
muß das Zahlenverhältnis in jedem Biotypus das gleiche sein. 
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und weiters folgt aus (U), daß die von der Gesamtheit der J-Individuen eines jeden 
Biotypus beigesteuerten mitwirkenden Keimzellen den bezüglichen Individuenzahlen 
proportional sind, daß also 91 bzw. pı» bzw. pa: den Anteil aus allen mitwirkenden 
Ö-Keimzellen angibt, der von den männlichen F°-Individuen des Typus Aı Aı bzw. Aı 4; 
bzw. A, A; herkommt. Wie verteilen sich nun diese J-Keimzellen auf die Gametentypen 
A, und As? Nach den Vererbungsgesetzen gehört der ganze Anteil 9.ı und der halbe 
pı2 zu Aı, der andere halbe pıs und der ganze pa. zu As. Es geben also die Zahlen 


pıı + pa =Nıt NM: N bzw. '/a paı +» =gı ro =9 . . (6) 
den Anteil an, der von der Gesamtheit aller mitwirkenden S-Keimzellen auf den Typus 
Aı bzw. A, entfällt. Natürlich ist dabei 


g9ı + 9. = 1 ä : . R R . . ° . ° . (7), 
wie man auch mittels (5) bestätigt. Wie bereits bemerkt, ergeben sich für die 9-Keim- 
zellen die gleichen Verteilungszahlen yı, 99. Zusammengefaßt: Sei A= 1 oder 2, so gibt 

J 


- 


gr = Qnı + Qa = & Q. für die von der F"- Generation produzierten, an der Entstehung der 
k=i1 


F'-Generation mitwirkenden Keimzellen eines bestimmten Geschlechts den Bruchteil an, 
der auf den Gametentypus 4A, entfällt. Wir nennen die Zahlen 9, »relative Gameten- 
zahlen« (abgekürzt: rGZ). 

Es ist rechnerisch (zur Vermeidung von Brüchen) bisweilen bequem, neben den 
durch (6) definierten rGZ noch die folgenden analog gebildeten Zahlen zu benutzen, die 
wir Gametenzahlen (abgekürzt GZ) nennen wollen: 


Gı = Pıı + '/a Pıa = Qıı + Qı>, G3 = 'la Pıı + Pas = Raı + Yan. 
. @G G; j a 
Ersichtlich ist = —gı, = = 9, @G +Gs=P. Doch geben diese GZ natürlich 
keinen Aufschluß über die tatsächliche Anzahl der »mitwirkenden« Keimzellen — und 


damit über die Stärke P! der F'-Generation — und kommen nur als Verhältniszahlen in 
Betracht: G1 : Ga = gı : Ya. 


4. Uebergang zur F'-Generation. Nachdem wir uns in 3 für die an der Ent- 
stehung der F' Generation mitwirkenden Keimzellen eine Uebersicht über ihre Verteilung 
auf die Typen A, und As» verschafft haben, lassen sich ohne Schwierigkeit die rPZ für 
die F'-Generation bestimmen, d.h. die Zahlen p';;, die angeben, mit welchem Anteil der 
Biotyvpus A; 4; in der F'-Generation vertreten sein wird. | 

Für die Entstehung eines Individuums der F'-Generation sind nach den Ver- 
erbungsgesetzen vier Fälle möglich, je nach dem Typus A, oder A; der männlichen 
oder weiblichen elterlichen Keimzelle: 

er AL =x<N A,, S\ Aı x 2 As, ZI As x Q Aı, Jg As X Q ’ (8), 
und wir wollen dementsprechend von vier Gruppen von F' Individuen sprechen. Dabei 
gehören jene der 1. Gruppe zum Biotypus Aı 4ı, jene der 2. und 3. zu Aı ds, jene der 
4. zu A5As. Es kommt nun nur darauf an, die relative Häufigkeit für das Auftreten 
jedes der vier Fälle (8) anzugeben, um daraus sofort die Verteilung der F'-Generation 
auf die drei Biotypen zu gewinnen. Das ist aber ohne weiteres möglich mit Hılfe der 
rGZ. Sei z.B g =". g2—=°ı. In 's aller Fälle überhaupt ist die g' Zelle vom 
Typus Aı; von diesen Fällen werden wieder '/; mit einer 9 Aı- und °/, mit einer 
9 Ay-Zeile sich verbinden '"), d.h. ' = is, Allgemein gı gı aller Fälle ist von der 
Art JAı 9A, und Yı ’a =", allgemein gı'g: aller Fälle ist J’ Aı < 92 As; des- 
gleichen ist "/s + /s = "ln, allgemein 93 :gı aller Fälle 5 A3x9 A, und ?ı -’u = "he, 
allgerein 93 gs aller Fälle ist 5 A» x @9 Ay. Sonach sind die relativen Häufigkeiten der 
vier Fälle (8) der Reihe nach gı 'gı, 91 "92, 92 '9ı, 9292. Diese Zahlen geben also der 
Reihe nach den Anteil, den jede der oben unterschiedenen vier Gruppen in der Gesamtheit 
der F'-Individuen ausmacht. Da die 2. und 3. Individuengruppe demselben Biotypus 
angehören, so ergeben sich daraus die folgenden Werte für die rPZ der F'-Generation: 


pn =gı9ı, p'ı2 = 9ı 9 + 9: 9ı = 29ı 9, pa =g GG: . « (9), 


womit die gewünschten Formeln für den Uebergang von der F°- zur F'-Generation 
aufgestellt sind. 


16) Zufolge der Voraussetzungen (U) findet nämlich keinerlei Bevorzugung bei den Verbindungen 
der einzelnen Biotypen statt. 














Heft5 Tietze, Schicksal gemischter Populationen nach Mendelschen Vererbungsgesetzen 369 


Für die rPHZ der F'-Generation: q'ı =Pp'iı, Ya = "Ih p'ı2, 9’ = p'»a (vgl. (3)) 
erhält man aus (9) die noch einfacheren Formeln: 


g'ıı = 9ı Iı, ga = dı 9, Q'32 = 0 «: . +... (10), 
die sich alle in q';=gig; zusammenfassen lassen ''). 
Man kann (9) und (10) auch in die Form folgender Proportionen kleiden (an Stelle 
der rGZ sind die ihnen proportionalen GZ verwendbar): 


Plı: P'j2: Pla = Gı Gh :2Gı Gr . @; G@3, Qhıı : Q'ıs OA Gh (Fr . (7 (rg :@G3 @3 (11). 


5. Konstanz der rGZ. So wie aus den rPHZ der F°-Generation vermöge (6) 
die rGZ gı,9s für die F°-Generation, so lassen sich aus den rPHZ der F!-Generation 
die rGZ g'ı.g'» für die F'-Generation bilden (diese Zahlen spielen dann die entsprechende 
Rolle für den Uebergang zur F?-Generation). Man erhält: 

1 I 


gı=qu+ glg (gı +9), ge =qdn+gln=gn(yı +9), 
also wegen (7): 
gy =pı, BEE En a la EM 
d.h. die rGZ ändern sich nicht beim Uebergang zur nächsten Generation 
(und daher auch nicht in allen späteren Generationen), natürlich eine Aussage, wie alle 
anderen, über die wahrscheinlichsten zu erwartenden (bzw. durchschnittlichen) Werte. 


6. Spätere Generationen. Nun vollzieht sich der Uebergang von der F'- zur 
F?-Generation nach denselben Regeln wie der von F’® zu F', und wir haben also dafür 
die zu (9), (10) entsprechenden Formeln’): prı = gg, pa = 2glıy', Pan = gr gr 
bzw. g°5 = g'ig'; und wegen (12) ergibt sich so y’y = gig; —=g's; und dementsprechend 
p’ı = pl, Papa, Pa —=p's, d.h. die rPHZ und rPZ ändern sich nicht beim 
Uebergang von F! zu F*. 

Natürlich kann man den gleichen Schluß fortsetzen. Da sich die rGZ beim Fort- 
schreiten von Generation zu Generation nicht ändern, die rPHZ und rPZ jeder Generation 
sich aber allein aus den r6Z der voıhergehenden berechnen lassen, so bleiben bei Pan- 
mixie unter den Gleichmäßigkeitsvoraussetzungen (U) bei Monohvbridismus in allen 
folgenden Generationen die relativen Populations-Hilfszahlen und relativen 
Populationszahlen ungeändert gleich denen der ersten Filialgeneration'*) 
und sind (für jede F”-Generation von n=1,2... aufwärts) gegeben durch die Formeln 


n [4 ! ® — 
9,;=9I In p"ıı = Yı 9ı, P"is = 29ı gs, pP"a3 = 9 92. 
Wesentlich ist aber, wie wir sehen werden, die Einschränkung dieser Behauptung 


auf die Filialgenerationen (unter Ausschluß der Ausgangsgeneration) und insbesondere 
auf Monohyvbridismus. 


7. Gleichgewichtsbedingungen. Daß ein beliebiges PZ Verhältnis der Aus- 
gangs-Gener tion in der nächsten Generation nicht notwendige wiederkehrt, ist leicht an 
Bei-pielen zu seben (v.l. Nr 8). Wir fragen, bei welchen Zahlenverbältnissen ist dies 


der Fall?®), d h. wann best-ben die Gleichungen pj = p'ij oder, was af dasselbe hinaus- 
kommt, die Gleichungen 95 =g'j? Setzt man für g';; aus (10) seinen Wert ein, so hat 
man: Konstanz der rPHZ (und der rPZ) besteht dann und nur dann, wenn gij — gig; ist, 
also: mg, MmuNm MmnMN: 0. (18) 
Diese drei Bedingungen sind aber völlig gleichwertig der einen: 
Yıı Q22 —= (Qı3)? ee Ba rt Ze N a a (14). 


Denn aus den drei Bedingungen (13) folgt (14); aber auch umgekebrt, wenn (14) 
erfüllt ist, folgen jene drei Bedingungen; setzt man nämlich gıı = (fı)?, ga: = (ta)’, so 


wird gı2 = 9.19. = tıt,, also allgemein gi = tı t;; dabeiist 1 = q9ı + 292 + ga = (hı +)", 

17) Diese Formeln zusammen mit den die gis gun liefernden (3), (6) sind im Wesen natürlich nichts 
anderes als ein» ge'rärgte Zusammenfassung des üblichen Schachbrettverfahrens; vgl. auch das aus- 
gerechnete Beispiel \r. 8. 

8) Wir hezeichnen allgemein mit einem oberen Index n ä’e PZ. rPZ usw. für die F"-Generation, 
also beispirlsw ise #”jı p”ıı, gQ"ijs, 9’. Darnach bedeuter z. B im Zeichen p’ıı die »2« eine: oberen 
Ind x — Hinweis auf die F?-Generation — keinen Potenzexponenten; wo letztere auftreten, klammern wir 
die zu potenzierenden Größen ein, also zB pıı=(g ı)“. 

19) vgl. nardy und Pearson, 1. c. ) 

20) Aus Nr. 6 wissen wir nur, d»ß dies sicher bei allen Zıhtenverhältnissen der Fall ist, die sich 
bei einer Filialgeneration aus irgend einer anderen Generation einstellen. 
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also ı +hah=1, ferner gı = 9ı + Qı2 h(h +b)=h, 9 = Qıı + 9» =b (hı + ta) =h, 
somit g5 (=t;!,) tatsächlich =gig;, d.h. (13) erfüllt. Also stellt wirklich (14) die not- 
wendige und hinreichende Konstanz-(Gleichgewichts-)Bedingung für die 
Zahlenverhältnisse einer Population dar?'). Man kann sie auch in der Form schreiben 
(wie man durch Multiplikation mit P. P erhält): 


Yıı Ya = (QRı3)? oder Pıı Pa = (Ya Pıs)‘ a rn Zune 15). 


8. Beispiele. In geinem bekannten Lehrbuch über Vererbungslehre gibt 
A. Lang°”) folgendes Beispiel eines bei Panmixie konstanten Zahlenverhältnisses einer 
monohybriden Population: 25 AA: 10 Aa: laa, in unserer Schreibweise also Pıı: Pıa: Pi: 
— 25:10:1, somit Pu = "a6, Pıa = Ya, Pas = Vs oder Qıı :Yıa: Qi = 25:5:1 und 
Mi = "a6, Qıa —= a6, Ya = as. Ersichtlich ist die Konstanzbedingung (14) bzw. (15) 
erfüllt. Nehmen wir mit A. Lang an, die betrachtete Population würde durch irgend 
ein Ereignis reduziert auf eine ganz kleine Population von wenigen Individuen mit dem 
Zahlenverhältnis Pıı: Pia: Pa = 7:5:2. Nehmen wir diese zur Ausgangspopulation, 
was würde sich bei panmiktischer, sehr ergiebiger Vermehrung ergeben???) 
Wegen P,ıı: Pıa: Pa = 7:5:2 = 14:10:4 ist Qu :Qıa: Ra = 14:5:4, und da 
5? — 25 nicht gleich 14 x 4, so ist die Konstanzbedingung (15) nicht erfüllt und das 
Zahlenverhältnis muß sich (entgegen der Angabe a. a. 0.) ändern! Man hat pı = qı: 
14/95, P2»3 = Yıı = 2 ‚Pr = I0/g5, Ki a = °/»s, hieraus (vgl. Nr. 3) Jdı = IN /gg, gJı = 9/98, 
also y'ıı Pa = = (19 ’— 361/754, q': 9 =p'a —=(' '/gs)” ums Sl/zs4; g! 9 = as * "ga = Il /zga, 
va 2a la he etwas einfacher gerechnet: Qıı: Qıa:Qra = 14:5:4, also 
G1:G3 = (14 +5):(5+4) = 19:9, also nach (11) Q'ıı : Qlıs: Q'sa = 19°: 19.9:9? 
—= 361:171:81 und P}ı: P'a: P'ya = 361:342:81 = 6,44: 6,11:1,45 und disease Ver- 
hältnis bleibt (nach 6) für alle späteren Generationen konstant, alles natürlich bei Be- 
stehen der Voraussetzungen (//) und innerhalb angemessener Fehlergrenzen. Auf 
1400 Exemplare der neu entwickelten Population kommen also 644 AA :611Aa: 145aa 
und nicht 700A4A4A:500Aa:200aa, wie es der Fall wäre, wenn das Verhältnis 7:5:2 
sich bei Panmixie konstant erhielte‘'). 
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Abb. I 


Den Uebergang von der F”- zur F'-Generation unseres Beispiels nach der üblichen 
Schachbrettmethode veranschaulicht Abb. 1, wobei die betreffenden Anzahlen von F'- 


1) Vgl. Hardy, l.co °). Diese Bedingungen wurden gelegentlich (ebenso auch von mir in einem 
kurzen Vortragsbericht, ]. e. °)) auch >»Stabilitäts«-Bedingungen genannt, was ich jetzt vermeide, weil es 
sich in den meis'en Fällen (insbesondere in allen hier unter den Voraussetzungen (U) betrachteten) um 
ein im Siun der Anm, °) indifferentes Gieichrewicht handelt: kleine Sıörungen werden nicht rück 


gängigr, sondern fürren auf benachbarte neue Gleichgewichtszustände. 

*-) A. Lang. Die experimentelle Vererbungslehre in der Zoologie I, Jena 1914, p. 63, 

2°) Für eine ganz kleine Ausgangspopulation unterliegen die Wahrscheinlichkeitsansätze natürlich 
starker Unsicherheit. Es kann daher nur von >»ganz klein« relativ zum früheren Bestand die Rede sein. 

-!) Daß sich nicht jedes beliebige Ausgangsverhältnis konstant erhalten kann, ist übrigens schon 
aus dem trivialen Beispiel 144:0Aa:laa zu ersehen (pı =paa=!/a, pı2=0), wo sich, wie bekannt, 


in der F'-Generation das gänzlich verschiedene Verhältnis 144:2Aa:laa einstellt (p!ıı = p'aa = !/s. 


p'ıs : 1/s), 
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Individuen den angegebenen Flächeninhalten (wie 196, 70 usw.) proportional sind. Ver- 
gleichsweise zeigt Abb. 2 jene Zusammenfassung gleichartiger Teile der /'!-Generation, 
wie sie unserer Rechenmethode mit den GZ entspricht. 


9. Dominanz einer Merkmalsform. Ist A = 4, über a — As dominant, so 
daß die äußerlich nicht unterscheidbaren Biotypen (AA) und (Aa) einen einzigen Phäno- 
typus (A *) darstellen, dann wird dieser durch Pıı + Pıs = Pı. Exemplare repräsentiert. 
Setzen wir den Fall, in einer solchen Population sei ein Zahlenverhältnis Pı;: Ps» als 
(angenähert) konstant bleibend festgestellt. Macht man dann die Hypothese, die Gleich- 
mäßigkeitsvoraussetzungen (//) seien erfüllt, so kann man daraus auf das Zahlenverhältnis 
der reinrassigen (AA) zu den Hybriden (Aa) unter den P,. Exemplaren schließen. Es 


genüge, dies an einem Beispiel zu zeigen. Sei Pıx: Pa = 50:1, also Iı= = Pıı + Pıa 
= ‘051, Paa = "/sı. Da wir Konstanz voraussetzen, gilt (13), also ist 9 = gs — (93)? 
= 1/;,, somit 9% ='!h; und =1—"=*"s, daher zufolge (9) pı = Nı = (gı)’ 


= 64/51, pı = 2 Qı2 = 2 9gı 9a = 16/51. Also ist Pıı ° Pıa = 9ıı:Pı = 4: l, d.h. im Phäno- 
typus (A *) kommt auf 4 reinrassige 1 Bastard.. Wird das durch Kreuzungsversuche 
innerhalb des Phänotypus nicht bestätigt, so läßt sich nach rückwärts schließen, daß die 
Gleichmäßigkeitsvoraussetzungen (U) im betrachteten Fall nicht zutreifen können. 


10. Multipler Allelomorphismus: » > 2. Bei multiplem Allelomorphismus wird 
der einzelne Biotypus wieder durch eine Formel A; A, oder einfach (i,j) dargestellt, wobei 
aber jetzt © und j je eine der Zahlen 1, 2,..., r bedeuten kann, wenn r die Zahl der reinen 
Formen des Merkmals ist. Entsprechend unterscheidet man r Gametentypen: Aı, As, ” 
A,. Die PZ Pi; geben an, wie viele Individuen einer Population vom Typus 4:4; sind 
(P die Gesamtzahl aller Individuen); pj = Pj:P sind die rPZ; wir führen die PHZ 


ein durch die Festsetzung Q; = Pi; oder = !/, P;j;, je nachdem ö gleich j oder 2 ungleich 7; 

die rPHZ sind dann 9; = Qj:P, also gleich p;; oder '/, pi, je nachdem ? = j oder 

i*j. In Analogie zu (4) gilt daan P= Qıı + Q» +:: + Rr + 2Rıa + 2 Rıs +: + 2 Qr-1, 

= (Qıı + Qıs +..+ Qır) + (QRsı + Qua +::-+9u) +... + Rı + Ra +:: + Ar) = 2 Qi. 
,.I1 = 1 


Führt man noch die GZ und rGZ ein: %& = Rı + Ru + ::+ Au = & Au In = ii 
| k=1 
+93 + ::.+ Ir = 2 Qu, wobei 2G,=P, I g = 1, so ergibt die Anwendung der in Nr. 3 
1 a—=1 =] 
genannten Vererbungsgesetze für den Uebergang zur F'!-Generation wieder die allgemeine 
Formel g'j=gig; (also p'y=gig; oder = 2g:g, je nachdem ’=,j oder ?*+j) und 
Gun" = g„ für alle A von 1 bis ”. Somit gilt auch hier der Satz von der Konstanz der 
rGZ, ebenso der von der Konstanz der ıPZ von der ersten Filial-Generation an (g"; 
= 9:9; für alle n—=1,2,...).. Auch ist es nicht schwer, die Konstanzbedingungen auf- 
zustellen; man erhält zunächst 95 = gig;; daraus findet man: für Konstanz der rPZ ist 
notwendig und hinreichend, daß die Gleichungen gig; = (gi)? für jedes beliebige Zahlen- 


paar ?,j bestehen. 


II. Fall mehrerer unabhängiger Merkmale. (Polyhybridismus.) 


11. Populationszahlen. Wir wollen uns mit einer besonderen Betrachtung des 
Dibybridismus (Anzahl der Merkmale — 2) nicht aufhalten und gehen sogleich zum allge- 
meınen Fall des Polyhybridismus über (Anzahl der Merkmale = m), in dem jener als 
Spezialfall für m = 2 mitenthalten ist. Wenn wir bezüglich des ersten Merkmals, z.B. 


der Blütenfarbe, zwei reinrassige Tvpen betrachten. so mögen diesen in ihrer »Konsti- 


1 


’ 4) 4( (1) j 
tutionsformel« die Bezeichnungen AN bzw. A, A,‘ zugewiesen werden, wobei der 


obere Index 1 andeutet daß es sich um das erste Merkmal handelt, der untere die beiden 
Erscheinungsformen, z. B. rot und weiß, mit I bzw. 2 kennzeichnet. Dem Bastardtypus 


. [} ( ) [} [) .. . 
wird dann die Bezeichnung ee A,” (= u 41’) zugewiesen, und zwar gleichgütig, ob 
. ( ( ( Pr } 
er einen von den Typen A A, und Ay» 4 äußerlich verschiedenen (etwa rosafarbenen) 


; 1 . 
Pbänotypus darstellt, oder ob dies wegen Dominanz eines der Merkmale 4, 2 Ay) über 
das andere nicht der Fall ist. 
Nun ist es aber, wie bereits erwähnt rechnerisch keine Erschwerung, mehr als 
zwei bezüglıch des betrachteten Merkmals reinrassige Typen ins Auge zu fassen 
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(»multiplen Allelomorphismus« bezüglich dieses Merkmals), z. B. noch einen dritten gelb- 


F en h 1) ya REF 
blühenden Typus, dem die Bezeichnung A,’ A,’ zugewiesen werde Es sind dann be- 
ch 1) „A 1) 4) 
züglich des ersten Merkmals drei Bastardtypen zu unterscheiden: 4, Pf a A, und 
1) y(ı 
I. 


3 Allgemein werde mit r, die Anzahl der bezüglich des ersten Merkmals rein 


ei u i I) 44) | 
rassigen Typen bezeichnet, wobei diesen selbst die Bezeichnungen A,’ A, ie ) ee 


# 


schiedenen unteren Indizes ’, j gelten. (Auf die Reihenfolge der beiden Faktoren kommt 


1) ya 2 u de a 
A, A, zugewiesen seien, während für die Bastardtypen die Formeln A, A ) mit ver- 
1 ‘ « 1 


en | | | 1) \ 
es dabei nicht an: 4A, A = A ba 

Ganz das Entsprechende ist für das zweite Merkmal zu sagen. Hat man — was 
der bisher zumeist betrachtete Fall ist — bei diesem Merkmal wieder nur zwei reinrassige 


m : : A 2 2 2 2 

Typen, so seien ihnen die Bezeichnungen A! A! und 4A,” A, und dem Bastardtypus 
+) - 

A, zugewiesen. Im allgemeinen Fall heiße rs die Anzahl der be- 


) 
die Bezeichnung A, 


züglich des 2-ten Merkmals reinrassigen Typen, und die verschiedenen ihnen bzw. den 
(2) 
A;, 


() = 0 
Bastardtypen zugewiesenen Bezeichnungen sind A, wo 2,57 zwei Zahlen aus der 


Reihe 1, 2, „ra sind, und zwar ’=j für bezüglich dieses Merkmals reinrassige, ’*#7 
für Bastardtypen. — Analog für alle m Merkmale °*#). 
Das gibt für den einzelnen Biotypus eine Konstitutionsformel: 
(1) „U 42) 4%) (m) 4m) 
Fu SE co RE 15! > MEERE : - 
1 1 y 2 m 'm 
wobei für jedes Faktorenpaar 
(s s 
4. 4 (s= 19,,.,: 


die Zahlen :, und 75, der Reihe 1, 2,..,r, entnommen sind; es ist ,=j, wenn für das 
s-te Merkmal Reinrassigekeit vorliegt, andernfalls sind 2..j, verschieden. Der gewöhnlich 
betrachtete Fall ist der, wo alle Zahlen »,—= 2 sind. Innerhalb jedes einzelnen Faktoren- 
paares ist dabei wieder die Reihenfolee der beiden Faktoren als belanglos anzusehen: 
g' x (s (s)o; 
a" 49 = 4 495), 


Statt (16) schreiben wir als Formel für den Biotypus bisweilen einfach: 


ehr ai: 


Es werde analog wie in Nr. 1 — mit 
| (1 3) 2 (m (m 
P(aD aD am a9... 49 4”) 
1 ı '2 2 Im n 
« ri} n . > , N . e E “ . ; . > . s 
oder auch kürzeı Pi. ei ee ER PA 
die Anzahl der in einer Popnlation vorhandenen Exemplare vom Typs (16) bezeichnet 
(»Populationszahlen« = PZ). Bedeutet P die Gesamtzahl aıler Exemplare in der Popu- 
lation, so geben die »relativen Populationszahlen« (= rPZ) 
Pr; —— Pi, a ig 9 ...'m m 
1) 12)2 ++ Im )m pP 


den Bruchteil an, den die Exemplare vom Tvpns (16) in der ganzen Population ausmachen. 
Die erste Aufgabe, die wir behandeln (Nr. 12 bis 15), besteht darin, aus einer durch 
die Zahlen Pijin) gegebenen Ausgangsverteilung der Typen in einer panmiktisch 


) 


2 ++ Tm’m 
-ia) Der Einfachheit halber spreehen wir von m versehiedenen Merkmalen, die unabhängig 
voneinander kombinierbar sind: es wäre korrekter, schlechtweg von m Paaren von Erbfaktoren zu 
. . . (1) | 2) 4 (nt) ti 
sprechen, deren jedes durch ein Symbol wie A!’ .,’, bzw. A 2: ) 0. bE2W. A; A, darstellbar 
ist. Es kann nämlich vorkommen daß mehrere dieser m Erbfaktorenpaare sich auf dasselbe äußerliche 
Merkmal, etwa alle auf die Blütenfarbe beziehen derart, daß die Färbung des einzelnen Exemplars 
durch die Gesamtheit dieser Erbfaktorenparre bestimmt ist. Andererseits kann e; aber auch vor- 


kommen (und zwar schon bei Monohybridismus). daß ein einziges Erbfaktorenpaar in mehreren äußer- 
lichen Merkmalen (z. B. sowohl der Haartarbe, als der Augenfarbe als der Hautfarbe) in Erscheinung tritt. 


2: : ‚ . r, 'rı + 1) Im (m + 1) 
*°), Die Anzahl der verschied*nen Biotypen die man so erhält. ist .. e 9 — .. 510 
gleich 3”, wenn n-n= ‚=rm=?2 ist (d. h. wenn für kein Merkmal multipler Allelomorphismus 


vorliegt). 




















-: 
de 
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sich vermehrenden Population (unter den Gleichmäßigkeitsvoraussetzungen (U), vgl. ')) 
nach Wahrscheinlichkeitsregeln die Verteilung in der nächsten Generation (/"'-Generation) 
zu berechnen; bezeichnet also P'! die Gesamtstärke der /"-Generation, sind ferner 


Pliii:..im im die PZ, also 

Pl, ER DA. p"; ;, Ba 
die rPZ der F'-Generation, so handelt es sich darum, wenn die Zahlen Pihecimim 8 
kannt sind, daraus die p',, ;,,;, zu berechnen; die zweite Aufgabe bildet die Unter- 


suchung des weiteren Schicksals bei Fortschreiten zu immer späteren Generationen (Nr. 18 
bis 28), insbesondere die Kennzeichnung derjenigen Verteilungen, die sich dabei konstant 
erhalten (Aufstellung der »Konstanz«- oder »Gleichgewichtsbedingungen«, Nr. 23, 24). 


12. Populations-Hilfszahlen. Für die Durchführung unserer Rechnungen erweist 
sich die Einfuhrung gewisser Hılfsgrößen als zweckmäßig. Zunächst werde, wenn 
u) re: (em Im) irgend mn Zahlenpaare sind, mit B (&ı, ji; %, Ja}: 5 dm m) die Zahl 
bezeichnet, die angibt, bei wievielen unter diesen Zahlenpaar«n die beiden Zablen {, j ver 
schieden sind, d.h. also für wievieleMerkmale der Typus(16) hybrid (heterozygot) ist?"). Ferner 
bedeute 7 (21, Jı5 %,Ja5.: 5 Im Im) die Anzahl der übrigen Zahlenpaare (iı,Jjı), (%,J2):.:», 
im m), die also aus zwei gleichen Zahlen bestehen, d.h. die Anzahl der Merkmale, für 
welche der Typus (16) reinrassig ist. Es gilt somit 

ini) FI A Eh +. AN. 

Neben den PZ Pi ii, 

(PHZ) ein: 


führen wir nun noch die »Populationshilfszahlen« 


Dur. Im Im 


1 
Ai, 'q Iq . =— = en P; 7 N 


n er ze f oJ» e [1 ) 
nm 4 1Y1'2/2 +» ++ !'m/m 
" 93 (iıdı ladg rl.) 

- m 


(18). 


Ist wieder P die Anzahl aller Individuen der Population, so gilt, wie sogleich 

gezeigt werden soll, die Formel 
 % 
P = ee Gira. Aare . . . . ° ° ° (19). 
Iıtg.. tm J1 Jg, Jm 

Dabei ist die Summe rechts so zu verstehen, daß jeder der Indizes £ı, 3,» » ., ms 
Ira +: +,Jm alle Werte, die für ihn in Betracht kommen, durehlaufen soll (also i, und j 
von 1 bis r,) und für jede derartige Wertekombination die bezügliche Zahl @i,j,... im im 


als Summand anzusetzen ist. Ist z BB m=2 und n —2, rz—= 2 (Dihybridismus mit je 
2 Merkmalsformen), dann haben in der Summe 2 Qii.i, alle Indizes iı,jı, da ja jeder 
iı'gJıJa 


für sich die Werte 1 und 2 zu durchlaufen, was im ganzen 16 Summanden gibt: 


Qıı ıı + Qıı 13 + Q@ıı aı t Qıı 33 1 Qıa ıı + Qı3 7 Qıa 1 Qıa 33 


+ Rııı + Rıı + Waısı + Raı a + Raıı + Ras ıa + Raası + Quo - (20). 
Nun ist, um zunächst für dieses Beispiel die Formel (19) zu bestätigen: 
Qu = Pıı, Rau = Pa 11, Qısıuı = Qu = '/aPıanı, 
Qua = Qıısı = "a Pırıs, Raaız = Qaası = Ya Pası2, Rıaıa = Qıssı = Qu = Rıı = Pu 
dııa = Pıı23, QAaaaa — Py333, Qıaa2 = Qua = a Pıaaa, 


Man sieht aus dieser Zusammenstellung: Wenn von den Zahlenpaaren (iı,jı), (23 ja) 
keines aus zwei verschiedenen Zahlen besteht, also sowohl i, = jı als a = j, ist (wenn 
also P(djı 52) = 0 ist), dann enthält die Summe (20) genau einen Summanden, der 


. R B(i io) 
gleich Pi, j,i,, ist (Summandenzahl I — 2°, also — 2”’!'’»)). wenn von den Zahlenpaaren 
(&ı Jı), (a ja) gerade eines aus zwei verschiedenen Zahlen besteht (8 (i, jı dı j») = 1), dann 


.. \ ® / B(i,jı ie) R . . 
enthält (20) genau zwei Summanden ? =2'= 2 ri »’»)) die gleich '/s Pi, j,i,i, sind, deren 
Summe also Pij,iy, ist; wenn endlich von den Zahlenpaaren (iı Jı), (ö j,) alle beide 
aus verschiedenen Zahlen bestehen (P (üı jı % ja) = 2), dann enthält (20) genau vier 


HORARAR, ' 
(4 — 2? — 2° uıa)) Summanden gleich '/, Pi, 5, „;, deren Summe also P ist. Da- 


nach wird die Summe (20) gleich 
Pııı + Pııw+ Pı»a + Pası + Pau + Pa» + Pa ııt+ Prıs + Pıa os, 


tı ' 19 Je? 


2°) Man könnte ti di ia 3a :-:imJm) etwa als Hybridationsgrad des Typus (16) bezeichnen, Ist 


Bi Jr a2: mim) = 0, 8o ist der Typus (16) in allen Merkmalen rein (homozygot). 
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also gleich der Summe der Individuenzahlen aller der verschiedenen Biotypen und somit 
tatsächlich gleich P. Damit ist in unserem Beispiel die Formel (19) bestätigt. Aber ganz 
ebenso wie in diesem Beispiel erkennt man ganz allgemein: wenn wieder ß (üı jı - . . &ujm) 
die Anzahl derjenigen unter den Zahlenpaaren (i, jı), - » +, (&u jm) bezeichnet, die aus zwei 
verschiedenen Zahlen bestehen, dann kommen unter den Summanden auf der rechten 
Seite von Formel (19) genau 99 (rd mm) Summanden vor, die alle gleich Qi ;,...imjm 
sind (und sich höchstens in der Schreibweise von Qi,j,...imjm durch Vertauschung von 
Indizes innerhalb der einzelnen Indexpaare (7,j,) unterscheiden), deren Summe also gleich 


Pig, mim = Pah...imim ist. Die rechte Seite von (19) stellt also die Summe 
der Individuenanzahlen der verschiedenen Biotypen unserer Population dar und ist daher 
gleich P, d. h. Formel (19) gilt allgemein. 


Analog zu (18) führen wir noch die »relativen Populations-Hilfszahlen« (rPHZ) ein: 


1 
! — . N ’ 
B ıta)la...im)m 3 ( N Piss ..Tm m . . . ® . (21). 
9, (rıJıta)g«..tm)m) 


Es gelten die Formeln 


g; 8 N Qi, i1tg)g +.» im im 22 
1; BE ERSTE zu En ® . . ° . « . & N) 
1/1 '!9)9 mm 
P 
e 
] = a Hansi 19J9 + im Jm . . . . . a ü 2 (23), 


!ılg..tim)JıJa..Im 


wie man sofort sieht, wenn man beide Seiten von (18) bzw. (19) durch P dividiert. 


In den Formeln von Nr. 2 erkennt man leicht Spezialfälle von (18), (19), (21), 
(22), (23) (für m == l, wo gP Yan) — 1 oder 2, je nachdem 1 == 9ı oder 2, + jı). 

13. Gameitenzahlen. Wir wollen nun den Uebergang von einer Ausgangs- 
Generation F? zu ihrer ersten Filial-Generation #' bei Panmixie verfolgen, und zwar 
unter den Gleichmäßigkeitsvoraussetzungen (U) und unter der Voraussetzung, daß alle »n 
Merkmale vollständig unabhängig voneinander kombinierbar sind °'). Für die maßgebenden 
Vererbungsgesetze haben wir dann folgendes schematische Bild: 


a) Die einzelnen -Keimzellen (eines jeden Geschlechtes) zerfallen in Typen 
Gametentypen), denen man Formeln zuweisen kann von der Gestalt 


(1) „2 (mm) Er 
A, A, 4 Te a a a er 


; hm 
= all ig h i B: 2 
wobei die Formel für jedes Merkmal einen Faktor aufweist (A,, für das erste Merkmal, 


A), für das zweite, usw.) und A, eine der Zahlen 1, ?,.., rı bedeutet, A, eine der Zahlen 
l, ?2,..,ra usw. — b) Für die von den Individuen des Biotypus (16) entwickelten Keim- 
zellen gilt dann: Greift man irgend ein Merkmal, z. B. das s-te heraus und ist der Bio- 
tvpus bezüglich dieses Merkmals reinrassig, so daß , = j,, 4 == 4” ist, dann hat jede 
von diesem Biotypus entwickelte Keimzelle einen Gametentypus, in dessen Formel der 


ste Faktor A)” gleich 4” (— 4”), also A, = i. (= j,) ist; ist aber der Biotypus bezüglich 
dieses Merkmals hybrid, also i, - j., dann hat (durchschnittlich) die Hälfte der entwickelten 


..: r . . (s . . 
Keimzellen in der Formel ihres Gametentypus den Faktor A; (also ,= i,), die andere 


Hälfte den Faktor 4'” (h,— j.). Genauer gilt (wenn, wie erwähnt, die Merkmale ganz 


»unabhängig mendeln«): Ist $ (öi ji». 2u./m) wieder die Anzahl der aus zwei verschie- 
denen Zahlen bestehenden unter den Zablenpaaren (Üı jı)y - : :» (im /m), so entwickelt der 


Biotvpus (16) Keimzellen von 9 ll m/w) verschiedenen Gametentypen, und zwar jeden 

Typus in durchschnittlich gleicher Anzahl. Man erhält alle diese Gametentypen, indem 

man in Formel (24) A, entweder = ?, oder = Jı Setzt, ebenso As unabhängig davon ent- 

weder =, oder = j, usw. — ce) Ein aus der Vereinigung einer Keimzelle vom Gameten- 
(1 2 (m R R a (1) „(2 ( 

typus AU 49... A,, mit einer Keimzelle vom Gametentypus a A, Ar Ri entstehen- 
1 2 m y l ‘2 


27) 


Wir schließen also Koppelung von Merkmalen aus, 
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u . 9 ) (2) (2 n (m 
des Individuum hat den Biotypus °°) A, A, 4 A,, 2” &£ ne 


E L Dabei ist es gleichgültig, 
velcher der beiden Gametentypen der männlichen, welcher der weiblichen Keimzelle zukommt. 

Wenn wir auf Grund dieser Gesetze aus den rPZ der F°-Generation die rPZ der 
"!.Generation (nämlich ihre wahrscheinlichsten Werte) berechnen wollen, so geschehe 
dies, analog wie in 3, 4 in zwei Schritten. Zuerst verschaffen wir uns eine Uebersicht 
iber die von der F’-Generation entwickelten und zur Entstehung von Individuen der 
F''-Generation »mitwirkenden« °”) Keimzellen eines jeden Geschlechts, und zwar über die 
‚ahlenmäßige Verteilung auf die verschiedenen Gametentypen. Alsdann werden wir 
\r. 14, 15) daraus die Verteilung der F'-Generation auf die verschiedenen Biotypen 
‚estimmen können. 

Nehmen wir also von den genannten mitwirkenden Keimzellen etwa die männ- 
ichen und fragen, welcher Bruchteil ihrer Gesamtzahl auf einen bestimmten Gameten- 
typus, etwa auf den Typus (24), entfällt (das ganz entsprechende gilt dann wegen der 
Voraussetzungen (U) für die weiblichen Keimzellen). Nach dem Vererbungsgesetz b) 
kann dieser Typıs nur von Individuen herkommen, deren Biotypus eine Formel hat, in 
der jeder der Erbfaktoren der Formel (24) auftritt, also eine Formel von der Gestalt 


l 1) 2) ,„@ (m) (m) fe 
A), A, A, A), u ee . (25), 
wobei kı irgend eine Zahl der Reihe 1, 2..., r,, ebenso %ks irgend eine Zahl der Reihe 


I, 2..., ra usw. sein kann. 

Wir baben nun zu beachten: Erstens: Zufolge der Gleichmäßigkeitsvoraussetzungen 
U) ist in jedem Biotypus die Verteilung der Individuen auf die beiden Geschlechter die 
gleiche; der Bruchteil, der angibt, wie viele aus der Gesamtheit aller männlichen 
F’°-Individuen zum Biotypus (25) gehören, ist also gleich der betreffenden rPZ, d. h. gleich 
Phyky...im im; und da — wieder gemäß (U) — die von einer gewissen Anzahl 35 F°-Indi- 
viduen herrihrenden »mitwirkenden« Keimzellen der Anzahl dieser Individuen (unabhängig 
von ihrem Biotypus) proportional sind, so gibt Pr,%k,...im km auch an, welcher Bruchteil 
aller mitwirkenden S-Keimzellen von J-Individuen des Typus (25) herrührt. Zweitens: 


Nach dem Vererbungsgesetz b) entwickelt der Biotypus (25) in durchschnittlich gleicher 
1 
" *=/ verschiedenen (sametentypen, es gibt also B(Aıky... hm km) 


3 


Anzahl Keimzellen von 2° #ı 


- 


an, welcher Bruchteil aus allen vom Biotypus (25) herrührenden mitwirkenden Keim- 

zellen speziell dem Gametentypus (24) angehört. Beides zusammengefaßt zeigt: In der 

Gesamtheit aller von der F°.Generation produzierten mitwirkenden J'-Keimzellen bilden 

diejenigen vom Gametentypus (24), welche speziell von 3-Individuen des Biotypus (25) 
1 

herrühren, einen Bruchteil, der angegeben wird durch die Zahl 38 Cn hy... hm km) Phykı...Am km; 


d.h. (vgl. (21)) durch die Zahl gn,,... rm im. 

Damit haben wir den Anteil ermittelt, den unter der Gesamtheit aller mitwirken- 
den J'-Keimzellen jene vom Typus (24) ausmachen, die speziell von J-Individuen des 
3jiotypus (25) herrühren, und wir haben ihn gleich 9, x,...ım km gefunden. Den Anteil, 
den sämtliche Keimzellen vom Typus (24) unter der Gesamtheit aller 3-Keimzellen aus- 
machen, erhalten wir daraus, indem wir nun sowohl für %kı, wie für k», usw. der Reihe 
nach alle ihre Werte, kı von 1 bis vı, ka von 1 bis v3, usw. einsetzen und über alle 
diese Wertekombinationen summieren. Wir erhalten so die Zahl 

Bun E Akhechehn. 0. . ee: . 5° 
kıkg.. km 

Da sich, wie gesagt, die gleichen Ueberlegungen ganz ebenso für die %-Keim- 
zellen durchführen lassen, so ist der erste Schritt, von dem wir sprachen, erledigt. Wir 
sehen: In der Gesamtheit aller von der F'%-Generation produzierten zur F'-Generation 
mitwirkenden Keimzellen eines bestimmten Geschlechts bilden diejenigen vom Gameten- 
tvpus (24) einen durch die Zahl y,7,...1m angegebenen Bruchteil. Diese Zahlen heißen 
relative Gametenzahlen« (rGZ), ihre Summe ist natürlieh 1: 

u une, . En : $° 
hytbo.. hm 
wie auch aus (26) und (23) ersichtlich. 


2>) Bei der Anschreibung dieses Biotypus kommt eg auf die Reihenfo'ge der Faktoren innerhalb 
des einzelnen Faktorenpaares nicht an (vel. Nr. 11). 


9 


Das Wort im gleichen Sinn genommen. wie in Anm. '»), 











376 Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik Band 3 


Es ist bisweilen bequem, außer den rGZ noch die analog gebildeten Zahlen 
Gr, ha.». im >= = dr, ky hakg.. hm km . ° ° ° . . . (28) 
kıkg..km 
zu benutzen, die wir »Gametenzahlen« (GZ) nennen. Division von (28) durch P bezw. 
Multiplikation von (27) mit P liefert: 


(/ . 
"Rh fig». /im 


— Gh,ha..hm i e , ‚ P (29) 


p 
bzw. ER a. 
h, fg.. hm 
Mit der Bezeichnung »GZ« soll aber nicht etwa eine Aussage über die Zahl der 
tatsächlich mitwirkenden Keimzellen (und damit über die Stärke der F'-Generation) ge- 
macht werden; es sind die GZ lediglich Verhältniszahlen, die den rGZ proportial sind. 


14. Uebergang zur F'-Generation. Nunmehr können wir den zweiten der in 
13 genannten Schritte vornehmen, die Bestimmung der Verteilung der F'-Generation auf 
die verschiedenen Biotypen. Wir werden die auf die F' Generation bezüglichen Größen, 
zum Unterschied von den entsprechenden Größen für die F#"-Genera'ion, mit einem oberen 
Index »1« bezeichnen. Es bedeutet also P' die Gesamtstärke der F'!-Generarion, ferner sind 
e bzw. Q'j ji... imijm Ihre PZ bzw. PHZ, ebenso p!, ,, = P' PP 
und 4"; j,...imj„ die rPZ bzw. rPHZ für die F'-Generation °"). 
Sehen wir zu, auf wie vielerlei Weisen’') nach dem Vererbungsgesetz c) ein be 
stimmter Biotypus I) ,‚a) ,‚@) .@) (m) ,‚(m) 
4, 4, 4,4, .:.4, 4, un Eu 
bei einem Individuum der F'-Generation entstehen kann. Nehmen wir zunächt den Fall: 
alle = j., d.h. der Biotypus (31) ist in allen Merkmalen reinrassig. Dann kann er nicht 


anders entstehen, als aus einer männlichen und weiblichen Keimzelle, die beide vom 
(2) m, (11) 


= (1 2) (m) h 
Typus A, A,...A,, =4, 4,,...4,, sind. Nehmen wir weiter den Fall, daß ein 


“ 


111 5 /m 00 ia Im 


1131 ++: Im Im 


Paar von Zahlen (:. j,) aus zwei verschiedenen Zahlen besteht, z. B. das erste: dı # jı, 


während für alle übrigen ,=j, gilt. Dann kann der Biotypus (31) auf zwei Weisen ent- 


* .. . „ ” . (1) * 0} 
stehen: entweder aus einer männlichen Keimzelle mit dem Faktor A, und einer weib- 
. . y (1) . .. . x . . (2) (m) (2) (m) 
lichen mit dem Faktor A, (die übrigen Faktoren sind dabei stets A... 4 = A, er A;.) 
oder aus einer männlichen Keimzelle mit dem Faktor A, und einer weiblichen mit dem 


y (1) r » . . . r o 

Faktor A, . Nehmen wir weiter den Fall, daß zwei Paare von Zahlen aus voneinander 
verschiedenen Zahlen bestehen, z. B. ö, * jı, % # ja, während für alle übrigen ,=/j, gilt. 
Dann kann der Biotypus (31) auf 4 Weisen entstehen, die wir kurz so anschreiben 
können (wir schreiben nur die beiden ersten Faktoren an, da alle übrigen stets 


(3 m 3) m x 
ee. sind): 


13 ... Base iq Be im 
1) ‚@). . JE: 
“ A A j u A A 


2} 13 | /3 


2) (1) 2) (2) 
2 Jı 4 72 ? 


nl 


er x 
‚SA, 4A, x9A, 4 xQ2 4, 4A 


t3 r 


’ J 4 
0 a 
3 4, 4, °x92A4, 4, (32). 
Und ganz ebenso sehen wir allgemein: Wenn %(äjı...&uJm) die Anzahl der aus zwei 
verschiedenen Zahlen bestehenden Zahlenpaare (/,, j,) ist, dann kann der Biotypus (31) 
auf 2PCıdı../m/m) verschiedene Weisen entstehen, die man dadurch erhält, daß man für 


. . u (8) 
jedes Zahlenpaar :, * „, entweder der männlichen Keimzelle den Faktor A, und der 
weiblichen den Faktor ig oder umgekehrt der männlichen den Faktor An, der weib- 


lichen A,, zuweist und alle so möglichen Faktorengruppierungen vornimmt (wobei für 


”°) Analog bedeuten @!, und g', ‚,„ Me GZ und rGZ für die F!-Generation — Zahlen, 
1° a 


. Im 


die (ganz wie bei der FV’-Generation) aus den PHZ und rPHZ für die F!-Generation zu berechnen sind 
und die dann für den Uebergang zur F*-Generation maßgebend sind. Die allen genannten Zahlen ent- 
sprechenden Zahlen für die F*-Generation werden wir analog mit dem oberen Index n bezeichnen 
z.B. pn a; or, 


11. mm 
31) Die folgende Unterscheidung verschiedener Entsteliungsweisen betrifft nur den Gametentypus 
der elterlichen Keimzellen und nimmt auf den Biotypus der Eltern keine Rücksicht. Vgl. hierzu °°). 


.im)ım Am" 








ıd 3 


ind. 
r in 
auf 
Ben, 
‚ren 
sind 
pP 


be 


'all: 
icht 
vom 
ein 
r 3; 
ent- 
eib- 


| en 
Im 
lem 


‚der 
rilt. 


ben 
tets 


wei 
31) 
für 
der 
aib- 


für 


len, 


ind 
ent- 
nen 


pus 
33) 





jener, die aus der V rbindung (1) A), A Ti xG AN 4' 
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die übrigen Zahlenpaare, wo = j, ist, sowohl die g- wie die 2-Keimzelle denselben 
i s) 
Faktor A,, 
Entstehungsweise eines Individuums des Biotypus (31) läßt sich durch eine Formel aus- 


— A, bekommen). Wir können das auch folgendermaßen ausdrücken. Die 


r A ud u (m) _ 1) ,& (m) Me Ze“ _ 
drücken: 9 A,, An, Anm <PAg Ary::: Ar. ;, wobei die einzelnen A,, bzw. A,, so 
bestimmt werden: Ist , + 7, so ist entweder l,=/, %,=j. oder h,=jJ,, k. =i, zu setzen; 
ist aber ,=/j,, so sind A, und %k, beide =, = j. zu setzen. 


Wir haben zPCrJı.,/m/jm) verschiedene mögliche Entstehungsweisen von Individuen 
des Biotypus (31) und denken uns danach die Gesamtheit aller F'-Individuen des Bio 
typus (31) in Gruppen eingeteilt, indem wir in jeder Gruppe die Individuen gleicher 
Entstehungsweise zusammengefaßt denken. Wir können dann leicht den Bruchteil be 
stimmen, den die Individuen einer solehen Gruppe in der Gesamtheit aller Individuen 
der F'-Generation ausmachen; und indem wir nachher über alle Gruppen eines und desselben 
Biotypus summieren, erhalten wir den Bruchteil, den die sämtlichen Individuen dieses 
Biotypus in der Gesamtheit aller Individuen der F'-Generation überhaupt ausmachen, 
d.h. wir erhalten so die gesuchten rPZ pi, i,.. imim- 


Sei also irgend eine der genannten Gruppen von F'-Individuen betrachtet, z. B 
{ 


2 
1 hg 


( t) 
r .4A, entstehen. In der 
tj m 
Gesamtheit aller be’ Entstehung der F'-Generation mitwirkenden g'-Keimzellen bilden 


Ä 1) @ 0% 
jene vom Typus A! . Am ...4,, einen durch die Zahl gr,%,..."m angegebenen Bruchteil 
‘( 2 in « 


Nr. 13); ebenso bilden in der Gesamtheit der mitwirkenden 9-Keimzellen jene vom Typus 
A), FE in einen durch Yi,%,...im angegebenen Bruchteil. Die g'-Keimzellen vom 
Typus A, A), BEE gelangen nun bei Panmixie in Kombination mit den 9-Keimzellen 
der verschiedenen Typen proportional den Zahlenverhältnissen, in denen diese 
Tvpen unter den Q-Keimzellen vertreten sind’). Nun bilden die 9-Keimzellen vom Typus 


Er A, ...4,, in der Gesamtheit aller mitwirkenden 9-Keimzellen den Bruchteil 
Gkykg...im; daher wird auch von allen jenen Q-Keimzellen, welche mit einer J-Keimzelle 
a % + 2 in Verbindung treten, der Bruchteil gr, ,...m dem Typus 7 og ? a 
angehören, d. h. in der Gesamtheit aller Verbindungen von g- und % Keimzellen bilden 
diejenigen, für welche die männliche dem Typus Fade ar A,” ‚ die weibliche dem 
Typus A, 4 bie A“ angehört, den Bruchteil Yx,%,...km vom Bruchteil gr,r,...,m, d.h. 


den Bruchteil gr hy... 1m mal gi,%,...im (entsprechend der Regel: Wahr:cheinlichkeit des 
simultanen Eintreffens zweier unabhängiger Ereignisse = Produkt der Kinzelwahrschein 
lichkeiten) °°) 

Wollen wir nun den Bruchteil, den der Biotypus (31) in der F''-Generation 
ausmacht, d. h. die Zahl p'ijsigig...imjm bestimmen, so haben wir nach dem obigen 
dafür folgende Regel: Wir bilden für die Individuen dieses Typus die genannten 
auf ihre Entstehungsweise bezüglichen Gruppen. Für jede solche Gruppe, sie sei 


7 (1 (2 (m) 0 1) (2 m) . . ö ” 
) A, A), „.dÄ, % r 4, A, ...A,,, bilden wir das Produkt gn,n,... im Gkıkg... im Die 
iiber alle Gruppen unseres Biotypus erstreckte Summe der Zahlen gn,n,... m Pkıky... km IBt 


dann gleich der gesuchten Zahl p'; j,igja... imjm- 


9 . . . r ‘ r . 
“) Und zwar zufolge unserer Gleichmäßigkeitsvoraussetzungen (U), dureh die Ja bevorzugt: 
Verbindungen ausgeschlossen sind 


33), Die Einfachheit dieser Bereehnung beruht wesentlich darauf, daß wir uns dabei nur um den 

(jametentypus der elteriichen Keimzellen, nicht auch um den Biotypus der elterlichen Individuen zu 
ie) ’ 

kümmern haben, Sei z B. m 2 (Dihybridismus), rn =2, ra=2 und etwa der ,-Gametentypus 


l (2 . r . y 14 41 1 7 : 
FR Da betrachtet; eine solche Zelle kann von einem FP-Individuum stammen, das irgend einem der 
1 1 


1) ,‚ı) 2) ,2) , 2) ‚G ($) (2) ‚(2 I) „(2) „(2 
vier Blotypen a 2 A a ) AN „\ 4 A 2 Br NV A ) a" a ri A’A ) 
N ] 2 


) 2 1 * 1 ) 1 2 1 


angehört. Die Wahr 
ae in ei AR u eimastie eines beat! 
scheinlichkeit aber, daß eine 5 -Keimzelle vom Typus A’ A mit einer Q-Keimzelle eines bestimmten 
. | 1 
"ypus (z.B. ebenfalls A’ A”) sich verbindet, ist, weil eben die Voraussetzungen (U) keine Bevorzugung in 
1 1 


er >20, ; 
der Verbindung bestimmter Typen zulassen, stets die gleiche, welchem Biotypus auch die 5 A 7A ) Zelle, 


p) 
1 A” -Ze e entstammt. Vergl. die analoge Bemerkung 
) 1 


16 


welchem die 9-7 











a 
% 
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Es handelt sich darum, diese Regel durch eine mathematisch brauchbarere Formel 
zu ersetzen. Dazu soll erklärt werden, was unter dem Symbol 


> Ih. „Im Ik)... km 


(haks = isjs) 
verstanden werden soll. Wir meinen damit eine Summe von lauter Ausdrücken der 
Gestalt 9,...Am ky...km, die so zu bilden sind, daß jedes Buchstabenpaar A,k, höchstens 
bis auf die Reihenfolge mit dem Buchstabenpaar ?,j. zusammenfällt, daß also entweder 
hı =, kı =jı oder hı —Jı, kı =? gesetzt wird, desgleichen entweder la =ü, ka =j; 
oder A, =, ka =% usw. Da wir so bei jedem Buchstabenpaar Ah,k, zwei Möglichkeiten 
haben und es im ganzen m Buchstabenpaare gibt, so gibt es im ganzen 2” verschiedene 
Möglichkeiten und die Summe besteht also aus 2” Summanden. Ist z.B. m — 1, so wird 


% 
S Ing = Yung Tr rg 


(haks =—— f«js) 
(es treten zwei nur in der Anordnung der Faktoren verschiedene dem Werte nach gleiche 
Summanden auf; wir ziehen sie absichtlich hier und analog im folgenden nicht zu- 
sammen, um die Entstehungsweise der Summe nicht zu verwischen). Für m = 2 ist ebenso: 
% 
N Irtaghıkz — That Yung t rag + ra fün: + > (33). 
EEE 
(hsk« is] 
Es ist nun leicht zu sehen, daß unsere Regel zur Berechnung von p'ij,...imjm mit 
der folgenden Formel gleichwertig ist: 
% u 
p' IEREE, 7] Wo ar { 5.” Ihr... hm Ihr... km . . . (34), 


> I \t1J1 +. tm )m) S 
haks = isjs) 

hierbei unter Y(ä, Jıy ».., dm) wie früher die Anzahl derjenigen unter den Zahlenpaaren 
(F1d1)y +: (9%, 7m) verstanden, für welche ,=j, ist. In der Tat sei zunächst der Fall be- 
trachtet, wo alle diese Zahlenpaare aus zwei gleichen Zahlen bestehen: P(üı,jıy - --, du, In) = 0, 
Y(ls Try =: dm Im) = m. Dann ist die Anzahl der oben unterschiedenen Gruppen von Indi- 
viduen des Biotypus (31) in diesem Falle gleich 1; es gibt für sie nur eine einzige Ent- 
stehungsweise, nämlich aus einer Q'- und einer 9-Keimzelle, beide vom gleichen Typus 


1) ‚(2 (m 1) (2) (n e : : : 

AN 4 Am A\ A, .s > nach der obigen Regel ist also in diesem Fall 
‘eı 2 7 Jı /m - 

Plinii...imjm = Gijig...im Gijig...im (wofür man natürlich auch giis...im Qiyjg...jm Schreiben 


könnte). Dasselbe aber ergibt Formel (34); denn in unserem Fall werden alle 2” Sum- 

manden in (34) einander gleich und zwar gleich gi;i,...im Gijig...im die Summe wird also 
: 1 1 5 . . 

gi m Sirig...im; was mit — = multipliziert gerade den richtigen Wert 


dd... s . 
” m ) m 
| (', )j „...tTm)/m ‘ 


Jiyiges.im Jirig im Für Pfüsi...imim gibt. Im betrachteten Fall ist also die Richtigkeit von 
34) bestätigt. Betrachten wir weiter den Fall, wo unter den Zahlenpaaren (üjı), -- -, 
!,/m) genau eines ist, das aus zwei verschiedenen Zahlen besteht, z. B. 2, # jı, während 
in allen übrigen Zahlenpaaren die beiden Zahlen einander gleich sind: % = 7a, .. ., im — Js 
läd ::. mm) =, Yllıdı -:: bm/m) = m—1. Die Anzahl der oben unterschiedenen Gruppen 


/ 


im Biotypus (31) ist jetzt gleich 2, gekennzeichnet durch 
2 m r 2 l ) (m‘ ( (2) (m 
PIERRE LEERE RR 
1 le i te m j tg ! 


3 im Im ID im 


und nach der obigen Regel ist also jetzt 
Pi. ini = Füig. im Iiige. im + Ihig. im Jiig. oo im 
(daß beide Summanden gleichen Wert haben, lassen wir absichtlich wieder unberück- 
sichtigt). Dasselbe aber ergibt Formel (34). Denn in diesem Falle lassen sich die 
>” Summanden in (34) auf 2 Klassen verteilen, je nachdem A, =, kı =jı oder hı =/jı, 
kı =üi, ist (während allemal As und %& beide =, =, ..., Am und %k,„ beide — ?,, — j,, 
werden). ‚Jede Klasse umfaßt gleichviele, nämlich 2” 1 Summanden, die Summe wird 
1 1 


ee... E was mit —— 
Fi, EHE AR VER + gi; i mg; 2... my 9 1lıdı » - » imjm) DL | 


also gleich ym —1 


multipliziert gerade den richtigen Wert (s. 0.) für plij,... imijm gibt. — Ganz ebenso be- 
stätiet man (34) allgemein, wenn mehrere der Zahlenpaare (tıjı), ..., (injm) aus vonein- 
ander verschiedenen Zahlen bestehen. Sei etwa noch kurz der Fall angedeutet, daß 
genau zwei Paare (%j.) mit voneinander verschiedenen Zahlen vorhanden sind, etwa 
ı #jı, a # j, bingegen 3 = j5, .. ., iu = m, also Bldı ji... imin) = 2, YaÜJı :-: imim) = m— 2. 
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Dann haben wir innerhalb eines solchen Biotypus 4 Gruppen von F'-Individuen, gekenn 

zeichnet durch die unter (32) angegebenen Formeln (die nicht angeschriebenen weiteren 
. (3 (4 ) . 

Faktoren sind allemal = A, 4, BE und unsere Regel gibt: 


| 


P indi.--imjm = Fizigig.. . im Pirsgige im I Finsgig.. im Pyigig.. im 
Tr Irigig...im Jirigige.. im Fr Girigis I'm YJiyigig...'m- 
Die vier hier auftretenden Summanden stellen aber gerade die vier Klassen von 
Summanden dar, auf die sich die 2” Summanden der Summe in (34) verteilen lassen, 


und zwar umfaßt jede dieser 4 = 2° Klassen gleich viele, nämlich 2”—-? Summanden. Da 

1 1 [) “> ” - u . . . 4 ” 

Br ea = „ ist, so bestätigt sich wieder die Uebereinstimmung von (34) mit 
yiN 1 u „rIm.f > Ykı Z 


unserer Regel für pi ,... in 
15. Rekursionsformeln. Etwas einfacher noch als die Formel (34) für die 

ıPZ wird die für die rPHZ der F'-Generation, die sich aus (34) vermöge 
) 


l l 
( ı) ..Iim)Im — Dh: tie 
1 1/1 DEAUF/EZZEZ. Im) 1.1 
unter Beachtung von (17) ergibt: 
1 Y 
q'i, 17 ‚tim )m = u N Ih, hm 9) hm : A (35). 

« nz 
(/ k: ?8 13) 


Daraus erhält man weiter die rGZ für die Z’'-Generation (die wieder für den 
Uebergang zur F°-Generation maßgebend sind) vermöge (vgl. °"): 


Y | Y a 
L; « sie on 
4 I! ». Im — N qQ 1) ET ©) We a“ u" Ih, hm Ik, km (36) 
se 


om ae 
“ nn NZ 


j,..Im 1 :.Im (heh isj 
Die Formeln (35) zusammen mit (26) stellen die übersichtlichste Form für den 
Uebergang von F° zu F' dar; sie geben aus den rPHZ der F°-Generation (vermittelt durch 
deren rGZ) die rPHZ der F'-Generation. 
Ganz nach demselben Schema wie der Uebergang von der F”- zur F'!-Generation, 
läßt sich natürlich der von der F'- zur F“-, von der #'* zur F"-, allgemein von der 
F”—1. zur F"-Generation ausführen. Man hat dafür °*): 


u; ini m g,. , G, E (9/), 


U 
} kai ] 
2 
Gi, u” gi, N m ( 8) 
man 
1 IM 
nebst D’injı.-inin = 2 idee tm dm) Q"isı: - im im en ı 
In unseren Formeln ist natürlich der Fall des Monohybridismus (m — 1) mit ein- 


begriffen. Man erhält aus (34), (35), (36) für m = 1, wobei wir statt ö, jı einfach ;, j 
schreiben: 


| ee N 
p ” ou) > gr 9g' (i 5) \g 4,49 Gi), 
- hkz=1ij 
eh kigi-tg 9) = 9:9, gi R: Pr u. ä 


in Uebereinstimmung mit den Formeln in Abschnitt I (Nr. 4, 5 und 10). 


16. Beispiel für ın — 2°’). Zunächst ein Beispiel von Dihybridismus (m — 2), 
wobei der Einfachheit halber für jedes Merkmal nur zwei reinrassige Formen, also 


”, =»? und 73 = ?2 angenommen werden mögen. Die einzelnen Biotypen werden gemäß 
Nr. 11 durch eine Formel A, y er 

oder kürzer durch zwei Zahlenpaare (ü, jı: ‚hE Ban ep re USER 

ia, ja) bezeichnet. Es gibt dann neun ver (12 119 (1212) (1222.72) (40) 
schiedene Biotypen, die wir nach Schema (40) (22 11) (22 12)ı2] (22 22)1} 


anschreiben wollen °*). 


) Unter 9), „y„ ‚st sinngemäß g,, m Zu verstehen. 
A Er 


sm 


34 


35, Die Zahlenrechnungen sind in den folgenden Beispielen zur Illustration unserer theoretischen 
Betrachtungen mit größerer Genauigkeit ausgeführt, als sie praktischen Fällen entsprechen dürfte. 

36, Zur späteren Benutzung ist in eckigen Klammern jedem Typus der zugehörige Wert von 
2” Vıyı 12J2) beigefügt, also 2” I. 2!= 2 oder 2?= 4, je nachdem der Typus in keinem. einem oder 
beiden Merkmalen hybrid ist 
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Setzen wir etwa den Fall, eine Population enthalte zunächst nur die in der ersten 
Vertikalreihe angegebenen Typen und zwar im Verhältnis P,ı 11: Pıs 11:Pas ıı = 25:10:1. 


ist 
sondern Monohvbridismus 


Bezüglich des zweiten Merkmals 


zunächst nicht Dihybridismus, 


Gleichgewichtsbedingungen erfüllenden Zahlenverhältnis (vgl. Nr. 8). 


vor, und 


die ganze Population reinrassig und es liegt also 


zwar mit einem die 
Nunmehr irete aber 


etwa durch Einwanderung) ein die vorhandene Population überwiegender Bestand von 


neuen Individuen hinzu, alle vom gleichen (reinrassigen) 
2), und in einer Stärke von 16:9 (= 0,64: 0,36) 
zur schon vorhandenen Population. Das 
sei die Ausgangssituation! Was würde sich, wenn die 
Gleichmäßigkeitsvoraussetzungen (U) zutreffen, daraus 
entwickeln? Wir haben zunächst, in (41), die rPZ der 
"-Generation (gebildet von den nach der Invasion vor- 
handenen geschlechtsreifen Individuen) und in (42) die 
zugehörigen rPHZ 


'ypus (222 


\7 


im Vereleich 


(die Anordnung entspricht der von 


0,29 
6,05 


0,01 


0 0 

0 0 (41) 
0 0,64 

0 0 

0 0 (42) 
0 0,64 


oben, 9s5ı der links unten, 9 


4 u U) P 
912 43) 


. 


10), also z.B. 93 11 = 0,10, Qıa ıı 0,05). Gemäß (26) ist dann 

en 

Iny hg — Inıkıhakg — Anıı naı t Ani nga2 F Qnı2 ngı + Inı2 r98> 

Ky Kg R 
also, wie man hieraus ersieht, gıı gleich der Summe der in (42) links oben (umrahmt) 
stehenden Zahlen, gı» ebenso die Summe der rechts 
der rechts unten stehenden vier Zahlen. Man er- 
hält so die Zahlentafel (43). Aus diesen rGZ erhält gı = 0,3, 
man weiter die rPHZ der F'-Generation gemäß (35), gs — 0,06, 


g33 u 0,64 


also eemäß: h 
us 257 93 (9: ia In rt IaaIna F Ina Iuy F Ina Iü i9) 
somit q' ı 11 = Yıı Yıı5 g'ıı 12 = (9ıı 9ı2, gi 22 4ı2 912, 
4713 11 Jıı J215 g'13 2 = i 2 1 Ja + 9ı3 g21), g"i2 33 = (13 922, 
Q 2211 - Yaı Gaı, 4'933 12 = gıı 922; qQ up= dJ22 (432. 

Setzt man hier die Werte aus (43) ein, so erhält man für die g',,,;,j, die Zahlen 
tafel (42,1). Natürlich erhält man hieraus sofort die zugehörigen p', ;, ij, durch Multi- 
plikation mit den bezüglichen 
Faktoren 1, oder 4 (vergl. 0,09 0 v 0.204 0.096 
Anm. 36, 57) Wir verzichten 0,018 0,096 0 (42,1) 0.156 0544 (43,1) 
darauf, sie anzuschreiben, und 0,0036 0,0384 0,4096 ES E 
wenden uns gleich zur Frage, 
wie sich die Verhältnisse in den 0,0416 BARS 0,0092 0,156 0,144 | 
späteren (Generationen gestalten. 0,0515 0,069 0,0522 (42,2) 0,204 0,496 (43,2 
Hierzu ist dasselbe Rechen- 0243 0,0849 0,2959 
verfahren, das von (42) über 0,0243 0,0225 0,0207 BR 
43) zu (42,1 geführt hat, nur 0,0318 0,0534 0,0714 (43,5) a ne (43.3) 
fortgesetzt zu wiederholen. Unter 0.0416 0,1012 0,2460 0,225 0,472 | 
13,1) sind die g',.„ angegeben 
und die weiteren Zahlentafeln 0,0174 0,0222 0,0282 0.120 0.180 
enthalten unter den Bezeich- 0,0301 0,0503 0,0793 (42,4) 0.240 0.460 (43,4) 
nungen (42,2), (43,2), ., (42,7) 0,0520 0,1076 0,2228 ca 
43,7) für die 2. bis 7. Filial- M 
generation die rPHZ und rGZ. 0,0184 0,0216 0,0324 0,114 0,186 

Führt man die Rechnung .. RI» BEER NORM 0,246 0,454 Si 
weiter, so erhält man Werte, 0,0076 0,1104 0,2116 
die sich immer ‚mehr den in 0,0130 0,0212 0,0346 a 
re ee » a, an“ 0,0280 0,0488 0,0844 (42,6) ya 2 (43,6) 
reeebenen Werten annähern ’°°). nF oNnr j „“ D 26 
Wie man sieht, nähern sich die DERER. SSL TEL. POCRRN 
Verhältnisse nach der einge- 0,0123 0,0210 0,0357 0.1095 0.1905 
tretenen Invasion immer mehr 0,0276 0,0486 0,0852 (42,7) 0.2505 0.4495 (43,7) 
einem neuen dGleichgewichts- 0,0620 0,1123 0,2034 er a 


°') Sie werden aus den rPZ erhalten durch Division mit den entsprechenden in (40) beigefügten 


Zahlen 1 bzw. 2 bzw. 4 
#), Wir kommen auf das Beispiel und insbesondere auf 
direkt aus den rGZ der Ausgangs-Generation noch zurlick 


die 


Bestimmung 


Grenzwerte 


dieser 





ten 
lso 
lie 
)er 


6) 
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zustand, der aber keineswegs zusammenfällt mit dem wahrscheinlichsten Zustand einer 
bestimmten Filialgeneration — also auch insbesondere nicht mit dem der F'-Generation, 
wie es bei Monohybridismus 


0,0117 = 0,108 - 0,108, 0,0207 
0,0272 = 0,108 : 0,252, 0,0484 


0,108 - 0,192, 0,0369 = 0,192 - 0,192 
0,108 - 0,448, 0,0860 = 0,192 - 0,448 
0,192 - 0,252, 


0,0635 = 0,252 » 0,252, 0,1129 = 0,252 - 0,448, 0,2007 = 0,448 - 0,448 


IA 


Il 


der Fall war. Weder die wahrscheinlichsten Werte der rGZ noch jene der rPHZ (und 
rPZ) sind von einer bestimmten Generation an exakt konstant. 

(Praktisch wird man natürlich von Konstanz sprechen können, 0,108 0,192 
sobald die Abweichungen vom Gleichgewichtszustand kleiner 0,252 0,448 
seworden sind als die sowieso in jedem Einzelfall durch die 

Streuung bedingten Abweichungen von den wahrscheinlichsten Werten; vgl. Einleitung. 
Bemerkenswert ist, wie innerhalb der ursprünglich allein vorhandenen Typen (1111), 
(12 11), (2211) das Stärkeverhältnis in der F!-Generation zwar noch dasselbe ist 
0,09:2 - 0,018:0,0036 — 25:10:1), unter dem Einfluß der Invasion aber von der F°-Gene 
ration an sich zugunsten des ursprünglich nur schwach vertretenen (in der gesamten 
F'-Population fast ganz zurückgetretenen) Typus (22 11) ändert, der schließlich mehr als 
das 5-fache des Typus (11 11) ausmacht. (Dabei findet in unserem Beispiel im Stärke- 
verhältnis dieser drei Typen beim Uebergang von F* zu F” genau Umkehrung statt.) 


(49, % 


, 


17. Beispiel für m = 3. Ein zweites Beispiel betreffe einen Fall mit m = 3 
(Trihybridismus) und n=r2 =r; = 2. Analog wie im früheren Fall bezeichnen wir 
( (2) 


die Biotypen Al’ A, Ai” A} 
Man hat hier 27 verschiedene Biotypen, die wir 


A; ri vereinfacht durch 3 Zahlenpaare (3: jı, ?2 ja, 25 Ih 


nach folgendem Schema anschreiben wollen: (111111), (111112), (111122) 
Zunächst mögen die in (44) angeschriebenen (111211), (111212), (111222) (44 
Typen kommen (1. Teil des Schema); dann als (112211), (11 22 12), (112222) 


2,, bzw. 3. Teil des Schema je weitere 9 Typen, 
in einer analogen Zahlentafel wie (44), wobei nur statt des ersten Zahlenpaares 11 
überall 12 bzw. 22 steht 

Die rPZ der Ausgangsgeneration seien folgendermaßen gegeben: für den 1. Teil 
des Schema und übereinstimmend damit 
für den 3. Teil des Schema durch Zahlen- "»» ern 0,00111 (= !ison ! 
tafel (45), für den 2. Teil des Schema 0,09, 0,02, 0,00111 \ (49 
durch Zahlen, doppelt so groß, wie die 0,0225, 0,005, 0,00028 (= "/s600) 
der Zahlentafel (45)°°). Daraus erhält 0,09, 0,01, 0,00111 (= !/900) 
man für die rPHZ ein Schema, für das 0,045, 0,005, 0,00056 (= "/ıso0 { 
der 1, 2. und 3. Teil übereinstimmend „0225. 0.0025. 0.00028 (— Ussoo) } 
durch Zahlentafel (46) gegeben ist. E12 u 
Hieraus berechnen sich die rGZ gemäß (26) nach der Formel: 


t6 ) 


a u e | 
e in " “ ladatada Gi, liglizl ' Gi, ligliz2 + Gi, Lis2ig1 dal: 
1/2 J3 
I 2ig1iy1 jr I, 2ig1iz 2 ” 5 Viydig | N 12 2 
Man erhält so die Zahlenwerte: gın = gaıı = 0,3, 13 = 1a = 0,0333 (= 'l30), 
921 = Yan = 0,15, gı2» = aaa = 0,0167 (= "eo). Ferner hat man gemäß (35) für 
1Jı '9 }9 13 93 & | | 
33 A Inhahz Ik, kakz 
(ha kz= isjs 


oder, wenn man die Summe ausschreibt und je zwei gleiche Summanden zusammenzieht: 
Tune > Gais Insein + Ina Ines + I ar 7 ; 
21/122.922393 "Ns ı,2223 7)1J2J3 Jirt22)93 YJıJala ° YJFtı)J2r3 JJı1W90)a 43233 YJı 32137? 
man erhält so für beliebige 21, Jı: 


1 Ei 1/ } Be [2 z o N ( 
Tasınıı = a 4gu 1195, 11) = 913 + 0,3 = 0,09, 


39) Es ist also z. B. piisııı = P233 11 1ı = 0,09, Pia 1ı 1 = 20,09 = 0,18, Pıı 392 19 p32 2312 = 0,005 
P1ı2 2 = . : 0,00025 = 0,00056 = ı 1800)» 











EB 
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ebenso (bei Beachtung der in unserem Beispiel geltenden Gleichungen 4, ,1=9, ıı 


9,12 = Iiyı2 USW. 


Tanz ı2 >= rs \In 11 Sa2 + I, 12 Ii2ı FT Ic 2ı I, 1a Fr 9,22 9,11) 
» 


l fi r ‘ l 1; - 
= 429,11 9j,22 + ?4i, 12 95, 21) la (0,3 ° "/6o + 'I30 * 0,15) = 0,005 


usw. Rechnet man so alle Werte q7', ,jgizj, Aus und trägt sie wieder in ein Schema 


ein, go findet man dieses mit dem Schema der ursprünglichen ıPHZ übereinstimmend: 
es besteht wieder aus drei Teilen, jeder gleich (46). In unserem Beispiel bleiben also 
die rPHZ (daber auch die rPZ) beim Uebergang von der F°- zur F'-Generation und 
daher zu jeder späteren Filial-Generation konstant. Es liegt somit ein Beispiel ganz 
anderer Art vor, als das in Nr. 16 betrachtete, wo die Verhältnisse der Populationszahlen 
sich nur schrittweise gewissen Zahlenverhältnissen annäherten. Der Grund hierfür 
liegt in besonderen das Gleichgewicht bedingenden Beziehungen, denen die 
segebenen rPZ genügen und auf die wir in Nr. 23, 24 zu sprechen kommen. 





18. Relative Gametenzahlen verschiedener Ordnung. Die Feststellung der 
Bedingungen, unter welchen die rPZ von Generation zu Generation konstant bleiben, 
sowie der Gesetze, nach welchen sie sich in anderen Fällen ändern, erfordert eine 
genauere Untersuchung der Formel (36). Dabei erweist es sich als sachgemäß, für 
gewisse aus den rGZ 9i,i,...im durch Summenbildungen gewonnene Zahlen besondere 
Bezeichnungen einzuführen. Wir setzen nämlich zunächst: 

Firizize.im = Prigigenim I Girieiz. im Giakigenim crre- „> Iinise.im-rim = Giyig.. im 13 (47) 
| l 1] 


x 


- 


Sei z.B. m=4undrı =2, so bedeutet ys,,3 , = Yıizzi, = Yliyigia + g2igizi, den 
| 


l 
Bruchteil, den in der Gesamtheit aller von der F''-Generation produzierten Gameten jene 
| 2) 48) 44 ) 4@) 48 | 
ausmachen, die entweder dem Typus 4, A, A; A, oder dem Typus 45’ Ar Fi A, 
angehören, d.h. den Bruchteil aller jener Gameten, die — gleichgültig, welches der 


Erbfaktor AN bezüglich des ersten Merkmals ist, gekennzeichnet sind für das zweite 
bzw. dritte bzw. vierte Merkmal durch die Erbfaktoren a, 2 und Rn. Ebenso all 
gemein für beliebiges m: Es gibt uns gxigi3..’m den Bruchteil aus der Gesamtheit aller 
Gameten, den jene Teilgesamtheit bildet, die bezüglich des ersten Merkmals einen ganz 
beliebigen Erbfaktor hat, während die Erbfaktoren für die (m— 1) übrigen Merkmale 
vorgeschrieben sind. Das gleiche gilt von den übrigen Zahlen (47), nur daß immer 
wieder ein anderer Erbfaktor beliebig gelassen, die übrigen m — 1 vorgeschrieben sind °°) 
Mit Rücksicht auf die Anzahl der vorgeschriebenen Erbfaktoren nennen wir die Zahlen 
(47) relative Gametenzahlen (m —1)-ster Ordnung, also z.B. 9x ,i,;, oder gi, x iz ;, 
solche 3. Ordnung. 

Dementsprechend haben wir unsere bisherigen rGZ gi, ;,.. m als solehe m-ter Ordnung 
zu bezeichnen, da sie den Bruchteil einer Teilgesamtheit von Gameten angeben, die 
bezüglich aller »n Merkmale einen vorgeschriebenen Erbiaktor haben. 


Durch Summenbildungen iiber mehrere Indizes erhält man rGZ niedrigerer Ordnung, 
z. B. die folgenden rGZ (m -- 2)-ter Ordnung *'): 


7 
l / 
% ei y 4 
= G ı/2 '’3 ..+.!m u a 4, 2 im G: 


—=1,—l 


Summiert man schließlich die Zahlen gi,;,..;„. über (m — 1) Indizes, d. h. über alle 
bis auf einen, so erhält man die rGZ 1 Ordnung'*°): 
y j y < 


Gi,igiz.. im =Yiı kr... = Jiriaiz. im = kin. ee — Jiig..im-1 im = Gi %.. im: 
2'3..1m ı !3 ++ IM I tg..tm-—-] 
1) So findet man im Beispiel Nr. 16 aus (43): yr=gı +ga = 0,5, N.:—gan +ga = 0,7, 
4.1 = 91 + ga = 0,36, 9.9 = gı2 + 992 = 0.64; im Beispiel Nr. 17: 9,21 = gızı + ga9ı = 0,3, 9122 = 9112 + 9129 
0,05 usw. 
+) so ist für das Beispiel Nr. 17 g..1 = guı + gar + ga1ı + aaaı = 0,9; gr2# = gızı + 9123 + 9991 
r 9933 = h 3; ebenso findet man gı %% 2:47 '/9, I#lx 23, 92.3 = 0,1. 


43) In folgenden abgekürzt mit »rGZ 1. O« bezeichnet, analog mit »rGZ 2. Ö« jene 2. Ordnung usw. 
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Es ist bisweilen bequem, die Summe über alle Indizes, also  9:,,,..:. analog 


g' 2» 


mit g,,.., und als rGZ nullter Ordnung zu bezeichnen. Dabei ist aber einfach, wie 


Formel (27) zeigt: ne, EIER Ch k6>, , 3 
Sei noch hervorgehoben: Wenn eine rGZ 1.0, z.B. gn,x..:; & Ginig..im den 
Wert null hat, dann müssen alle Summanden 9», ;,..i„ für alle Werte %,..,?2„ null sein, 
ae y .. : u; . ° 
d.b. wegen 9m is..n = Asia: imjm: 68 müssen alle Zahlen 9, 19/8... inj„ Wnd somit 

1J9-» / m 

ip a > ’ } } a } Sal ‘ 7 1 ıYy > ‘ 1 

alle Prise, ce alle Werte 23,.. , 2». 913. J2s + : » /m null sein, m. a. W. in der Population 


ist kein Biotypus (31) vertreten, für den 2, den Wert A, hat, d.h. in dessen Formel der Erb 
laktor 4) vorkommt. Ist also z.B. Aı =[rı, So heißt das, daß für das erste Merkmal 
1 


der letzte (r,-te) Erbfaktor gar nicht auftritt und wir es nur mit einem Erbfaktor weniger 
zu tun haben. Wenn wir also, wie natürlich, keine überzähligen Erbfaktoren 
mitzählen, so können wir sagen, daß alle rGZ 1.0 von null verschiedene 
Werte haben. 

Mit der gleichen Bedeutung, wie sie die eingeführten rGZ verschiedener Ordnung 
für die F’°-Generation haben, sollen rGZ verschiedener Ordnung für irgend eine spätere 


n 


” ” .. 14 n y . 
F”-Generation eingeführt werden, wie 9, ,,, =» Mau 0... Es sind das entsprechend 


'm 


gebildete Summen über Zahlen g; 


m 


19. Rekursionsformeln für die relativen Gametenzahlen. Wir benutzen die 
neu eingeführten Zahlen zunächst, um Formel (36) etwas anders zu schreiben. Betrachten wir 
etwa den Fall m=2. Dann wird (vgl. (33) — wie dort ohne Zusammenziehen gewisser 
paarweise wertegleicher, doch in der Faktorenreihenfolge verschiedener Summanden): 


1 ‘ \ 1 \ 
) ac > di ee 24% ie re Er 
g Dr Te IX Pr »-) 4 l 19 Ik, h9 92 b gi, 'g2 gI;, J2 + g;, 72 gI;, 12 ‚ I; 12 Fi, 3 r I;,,5; Fi, 3 | 
1 jg (hs ks= ’s]s) I fg 
l x x x x x x 
Ver r2 'g = In tt“ Iun“ Iyı i; nr. Iin <= Ida re! TER 
- 11Ja ’g 7 1 2 } 'o 
Beachtet man nun, daß 2 Ir” I, ferner 2 y „9 und 2 g, =. g 
u LE mm Ar 77128 Fi 
21 )g 'q j 
ist*’), so erhält man 
1 == 3 | ( m ( d: —- d ‘ I | (49) 
I !ı 'o 93 gi, Zw/E ° \ Y, ” I: 19 Y3% '9 Si, S VE . gi, 'q . . m & - 


Es steht also rechts in der Klammer eine Summe von 2°=4 Summanden, jeder 
Summand ist das Produkt zweier Zahlen g, bei welchen die Indizes aber zum Teil durch 
einen Stern (*) ersetzt sind; und zwar im besonderen so, daß sich die Indizes der beiden 
Faktoren gewissermaßen zum Indexpaar (4%) von g',,, ergänzen. Man kann das so 
schreiben: gi, = > In ho Ghz hop 

(heks—is*) 
womit zum Ausdruck gebracht werden soll, daß in jedem Summanden g», , 44, i, jedes der 
Zeichenpaare (h,%kı) bzw. (h.ks) höchstens bis auf die Reihenfolge mit dem Zeichenpaar 
(j1*) bzw. (%*) übereinstimmen soll und daß alle Summanden durch alle 2°= 4 mög 
lichen Umstellungen der Zeichen innerhalb der einzelnen Paare (iı*), (+) gewonnen 
werden. 
Auf ganz dieselbe Weise überzeugt man sich, daß allgemein für beliebiges m gilt: 


j 1 > - 
q7 11 ... in > ym Ih, ..„Am Ik, si . . . . . . . (50). 


(Rs Kk=i *) 


Dabei ist unter dem Symbol auf der rechten Seite dieser Gleichung eine Summe 
von lauter Ausdrücken der Gestalt gn,..zm Jk,..km zu verstehen, die so zu bilden sind, daß 
jedes Zeichenpaar h,k, höchstens bis auf die Reihenfolge mit dem Zeichenpaar 2,* zu- 
sammenfällt, daß also entweder Ah, = 2ı, kı = + oder hı = +, kı = iı zu setzen ist, des- 


13), Für den Wert einer Summe ist es gleichgültig, wie die Summationsbuchstaben heißen, es ist 
also z. B. sowohl 2 g, , wie 2 9, , nichts anderes als die Summe 9,1 +92 
' 2 ' 2 { { r 
ja ==] Io ] 
‘2 2 
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gleichen entweder Aa = 5, ky = » oder hs = +, ia=% usw. Das gibt im ganzen 2” Mög 
lichkeiten, also 2” Summanden**). Z.B. ist für m=3 (die Summe wieder an- 
geschrieben, wie sie so entsteht, ohne Zusammerziehen wertegleicher Summanden): 

gi, 2'3 3% 19 Erw /EE T gi, + Gras us 9, ? WE 2 r di, kk Ik igiz 


# Siris + Gar giige + Gars gaigis) (51). 


20. Verallgemeinerung. Formel (50) gestattet, aus den rGZ m-ter O für eine 
(seneration (F"-Generation) jene der nächsten Generation (F!-Generation) zu berechnen. 
Diese Formel ist nur ein Spezialfall einer allgemeineren Regel, die dasselbe für rGZ be- 


+ Ixigiz Gi: + 95 





liebiger, auch niedrigerer Ordnung leiste. Sei etwa — unter f irgend eine Zahl der 
Reihe 1,2,..,m verstanden — eine rGZ der F'-Generation von der Ordnung f betrachtet, 
bei welcher also, wie z. B. bei g!;,..;,»..„ von den m Plätzen für Indizes f Plätze mit 


wirklichen Indizes 2 besetzt sind, während auf den übrigen (m—f) Plätzen ein Stern 
steht. Dann gilt, wovon wir uns sogleich noch näher überzeugen werden: 


1 
gu. j kam >y Im..hrr., Ihr: hr. >» © (52). 


. 


I 
hıkı = is *) 

Dabei bedeutet das Symbol rechts eine Summe von lauter Ausdrücken der Gestalt 
N “..., die so zu bilden sind, daß jedes der Zeichenpaare h,k, (für s= 1,2, 
usw. bis f) — höchstens bis auf die Reihenfolge mit dem Zeichenpaar :,* überein- 
stimmt, also entweder , =, = * oder ,= *, k,=i, zu setzen ist. Da man für jedes 


der f Zeichenpaare /,k, die Wahl zwischen 2 Möglichkeiten hat, gibt das im ganzen 
»>/ Möglichkeiten, also 2/ Summanden. Es ist also z. B (für m=3, f=2): 


1 v l _ 
Mi, nr a > Sy ho G . — 14 (ua tt Sax (rc tt Sri Jar 4 Gr +% Jiiex] (53). 


hsks = “%* 


w 


Wir können das in die Regel fassen: Eine rGZ f-ter O für die Z'-Generation ist 


gleich _, mal einer Summe von 2’ Summanden, jeder Summand ist ein Produkt von zwei 


rGsZ der F"-Generation, und zwar, wie wir wieder kurz sagen können, mit Indizes, die 
sich zusammen zu den / Indizes der gesuchten rGZ ergänzen: an jedem Platz, wo die 
gesuchte rGZ für die F'-Generation einen Stern » hat, haben auch beide Faktoren eines 


jeden Summanden einen Stern; an jedem Platz, wo die gesuchte rGZ einen wirklichen 


Index ; hat, hat der eine der beiden Faktoren des Summanden eben diesen Index, der 
andere einen Stern. 

Und diese Regel gilt nicht nur, wie für den (durch Formel (52) dargestellten) Fall, 
daß gerade die ersten / Indexplätze mit Indizes ’, die letzten mit Sternen . besetzt sind, 
sondern allgemein. Nach dieser Regel ist also z. B.: 


I 5% B; | 
Niki N Ih x ha Ih üchgr — a Win kign Jana t Tin fr ign + Jana giant Ira fi kig). 
en ii. 
(Rıks —_ ls %) 
Die Richtigkeit dieser Regel ist aus der Definition der rGZ niedrigerer Ordnung, 
also z.B. y'i..vvx.. = B. Maris 1ir+2..m zusammen mit Formel (50) unschwer 
+1, ir 2, » + im 
zu erkennen. Es möge genügen, dies an einigen Beispielen zu zeigen. Sei zunächst 
m? Wir wollen g',» und 's, berechnen. Beachten wir 2 9,,= gi. und 


| 


'q 
> 1%; & 2 /fijis = (fs, SO erhalten wir, indem wir Gleichung (49) über alle 


| ja 


5% 

a 1 

2 u 'ı 1 '3 

Werte ’3 (von 1 bis r9) summieren: 
is — 2 q' 


'o 
< 


also nach Zusammenziehung jener Summanden, die gleich sind auch bezüglich der Reihen: 
folge ihrer Faktoren: 


Ei 1 
iR Ze 1919: rn 91,9: tr Ir Gi, rn Is (us) 


Für m=1 gibt Formel (50) einfach: g! Iale;g,. +*9.9;]., also wegen g, =1 (vgl. (48)): 
N da y Evi bi 


g g;. somit die schon in Nr. 5 und 10 festgestellte Konstanz der rGZ bei Monohybridismus. 


14 





w. 
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Genau das gleiche liefert aber obige Regel: Es ist /=1, man hat ?’ = 2 Sum- 
manden und in jedem Summanden ergänzen sich die Indizes (es ist nur der eine , da) 
gerade zu dem am gleichen Platz (an erster Stelle) befindlichen Index von y!;.. Ganz 


ebenso liefert Summierung von (49) über alle Werte ’, (von 1 bis r,) nach analoger 
\usrechnung: 
| 
Yes Na la [981,95 + Gr 8 G: 
ı 
wieder in Uebereinstimmung mit unserer Regel. Sei etwa noch Formel (53) bestätigt 


Um 9',,,« zu finden, hat man (51) über alle Werte von ’, zu summieren: 
1 | 
g'; Pi; — 2 g' —tars 7” 93 (2 gi, y 3) (] ra ! I ’ P VE ’ 
 % \ u 3 
- Jiyx iz) Ira tr Jia — Jeigig rn Gi igiz) Gira 
Griar = Güris + (2 Grxia) Gun + Ira & Gin 
ia | 
| ' 
u Ai 7 I VE 9 | I Jir'a*l 


also nach Kürzen durch 2 übereinstimmend mit (53). 


21. Konstanz der relativen Gameitenzahlen erster Ordnung. Formel (52) 
bzw. unsere Regel wird besonders einfach für die rGZ 1.0, d.h. für f= I. Dann wird 


aan. 2 lguaz.. Oaan..#+ Iea..# Qürs.) 
und analog Vena: = Malgeia.. x Gaan..a + Dass... Qrüake.a) 
I'rx..zim = \2 [9s%..#im Ira..au + Gar..## Jer.. kim], 
woraus wegen (48) ohne weiteres folgt: 
1 
Gurk. $ Qusk..% 
g’; e.,: = I cn 
GI z2..im = (Jar, 


Es ändern sich also die rGZ 1. O nicht beim Uebergang von der F’- zur F''Gene 
ration, daher auch nicht beim Uebergang von der F"- zur F*Generation, und überhaupt 
zu jeder folgenden F"-Generation (Satz von der Konstanz der relativen Gameten 
zahlen erster Ordnung): 


Gu*..3 g’is 4 = (Jüi%3 . BE... Giikx. 
7 q g' 9 - gg — —— g" 
} - 2 n 
4 m run 7 q m — ‘7 m — 
So erhält man im Beispiel Nr. 16 aus (43), (43, ı), (43, 2) usw.: «= 0,3 +0, 
gı= = 0,204 + 0,096, Js = 0,156 + 0,144 usw. alle g",» = 0,3; und entsprechend ist 
für jedes n: g"3+ = 0,7, 9"sı = 0,36, gi, = 0,64. 


Beiläufig sei beigefügt, daß im Fall des Monohybridismus rGZ von höherer als 
erster Ordnung überhaupt nicht auftreten. Der Satz von der Konstanz der rGZ 1,0 
wird hier: ; = gi =g; =... und fällt mit dem in Nr. 5 bzw. Nr. 10 aufgestellten Satz 
von der Konstanz der rGZ zusammen 


22. Konstanzbedingungen für die relativen Gametenzahlen höherer Ord- 
nung. Nicht so einfach liegen die Verhältnisse für die rGZ höherer Ordnung. Denn eine 
rGZ f'ter Ordnung, wie 2.B.g, ..;,...., bleibt für /” 2 im allgemeinen nicht konstant (vergl. 
in Nr. 16 die wechselnden Werte der 9;,;, In den Zahlentafeln (43), (43, ı), (43, 2) usw.). 
Vielmehr besteht die Konstanz aller rGZ jedweder Ordnung dann und nur dann, wenn 
jede r&GZ mter Ordnung 9,,;,..;„ gleich dem Produkt 9, ,...."Irina.ca"... "Ina. rim IS 
d.h. gleich dem Produkt derjenigen rGZ 1. O, deren Indizes sich zur Indexreihe von 
Fig. im ergänzen (es möge kurz das »entsprechende Produkt von rGZ 1. O« heißen). 

Wir wollen das beweisen und fragen zunächst, wann eine rGZ 2.0, wie z. B. 
Sins. .„, beim Uebergang zur F'-Generation konstant bleibt, d. h. wann un ER 








E 





386 Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik Band 3 
— Iniss ist. Nun ist nach der Regel von Nr. 20 bezw. gemäß Formel (52) unter 
Beachtung von (48): 
onian — z I Faaana Fir . a Dahin Pisa. hi 
ann. ee tra aan (54). 
Soll nun g'; .....= 9: sein, so ist das, wie man sieht, dann und nur dann 
der Fall, wenn 
Jiyios u  Yrigx.. (55), 
wenn also, wie wir wieder kurz sagen, 4%; ;,,.,.„ gleich dem entsprechenden Produkt von 


rGZ 1.0 ist habe seinen »Gieich- 
gewichtswert«. 

Wir wollen nunmehr annehmen, wir hätten einen Fall, in dem alle rGZ 2. O ihre 
Gleichgewichtswerte baben, und wollen fragen, wann dann eine rGZ 3.0, wie z. B 


‚, beim Uebergang zur F'-Generation konstant bleibt, also g', ;„;,..... — 


Wenn (55) besteht, wollen wir sagen, Ti, iss 


Jin igigx.. Tin igigs..; 
ist. Nun ist nach der Regel von Nr. 20 bezw. gemäß (52): 
| 
‘d ’1 29 3 Fi, isiz: .(J, a eh Tr Inian + } G, BIrakı« rg; xigu a x Ir ig a . 
t gG;; ‘ g; 2 .. ha r g; ig 23 » oe. 9 Gi; ”"» . ‚ Pr VR Lg oo % gi, * ia * 
g. 23 x .. g;, 9.0. ı. J.; Rh Y:, ig 13%*.0 (56). 

Hier sehen wir: die Summe in der Klammer enthält 2 Summanden, die wegen 
(48) gleich 9, ;,j3.,., Sind, während jeder der übrigen 6 = 2°— 2 Summanden ein 
Produkt einer rGZ 1.0 mit einer rG@Z 2.O ist; und jedes dieser Produkte wird, wenn 


man für die rGZ 2.0 nach (55) ihren Gleichgewichtswert einsetzt, gleich 
Jurs.. Aush, 


x " Irigs.. 2 ; 
Setzen wir also ein, so können wir statt (56) auch schreiben: 


2) 
1) 


' ü 
I y29323*. a Tr + Ixioy x I alas 


| 
Inigir. 





Soll nun 


"all, wenn g,, 


ir... %* 


1 
T irinige.ur 


sein, so ist das offenbar dann und nur dann der 
ch d. h. gleich dem entsprechenden 


I, 913%. 
gleich gi, KrocH g; FE 3 
Diesen Wert wollen wir wieder den »Gleichgewichtswert« 


ki... %) 


Produkt von rGZ 1.0 ist. 
VON 9; ;,i3%.,, Mennen. 
Und so kann man fortschließen. Hat man nämlich etwa für die rGZ bis zur 





Ordnung f— 1 einschließlich bewiesen, daß sie beim Uebergang zur F'!-Generation dann 
und nur dann konstant bleiben, wenn sie gleich dem entsprechenden Produkt von 
rGZ 1.0 sind, so kann man wieder fragen, wann außer allen rGZ bis zur Ordnung f— I 
auch noch eine bestimmte rGZ der Ordnung f, etwa 9, ,,..i;«..„, Konstant bleibt. Man 


hat dann die Formel (52) von Nr. 20 heranzuziehen und sieht: In der Summe auf der 
rechten Seite finden sich 2 Summanden, die (abgesehen von der Reihenfolge der Faktoren) 
gleich 9, ;,..i7%..# Far... = Iüin..iya... Sind, während jeder der übrigen 3/ — 2 Sum- 
manden ein Produkt von zwei rGZ ist, die beide von niedrigerer Ordnung als f, also 
höchstens von der Ordnung f/—1 sind; und wenn man für jeden der beiden Faktoren 
seinen Gleichgewichtswert einsetzt, so wird jeder dieser Summanden gleich dem Produkt 


Jia 5 - Irios PR ee ’ ‚ i ö ° ° . u (57 
Nach Einsetzen dieser Gleichgewichtswerte hat man also 
1 . 
1 ‘ Beh 
4 iıda. . dr uanda af Mair. $ + (2 2)9,.: « Szigx.. 2 pe 7 en 2 
Soll nun g', va... = N ..ia..,„ Sein, so ist das wieder dann und nur dann 
der Fall, wenn 
Iiia..iv-1ü = Sür..* ' Irige.. In. ay—irn.ıa In. oaslie.. (58), 
d.h. wenn g, ;,. gleich dem entsprechenden Produkt von rGZ 1.0 ist, und dieser 


Wert soll wieder der heißen 


Gleichgewichtswert von Fa 
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Da man diesen Schluß bis zur höchstmöglichen, nämlich mten Ordnung der rGZ 
fortsetzen kann, so ist gezeigt: Die Gesamtheit aller rGZ bis zur mten Ordnung einschl. 
bleibt dann und nur dann beim Uebergang zur F'-Generation konstant, wenn alle rGZ 
(jeder Ordnung) gleich ihren aus den rGZ 1.0 berechneten »Gleichgewichtswerten« sind, 
d.h. gleich den »entsprechenden« Produkten von rGZ 1.0. Da man aber leicht sieht, 
daß, wenn alle rGZ einer bestimmten Ordnung f ihre Gleichgewichtswerte haben, dies 
dann von selbst‘’) auch für alle von der Ordnung /— 1 und daher überhaupt für alle 
niedrigeren Ordnungen gilt, go genügt die Feststellung, daß alle ıGZ höchster, nämlich 
mter Ordnung ihre Gleichgewichtswerte haben, um schon sagen zu können, daß dies für 
alle Ordnungen überhaupt gilt. Es ist also das Bestehen der Gleichungen 


. . ri 
g;, + m » = Ju: mE Iriys « .. gG, . !m , : a u E (09) 


für alle in Betracht kommenden Werte von 2, 23, ..., 2„) in der Tat für die Konstanz 
aller rGZ jedweder Ordnung nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend, unsere Be 
haupturg eingangs dieser Nr. also bewiesen. 


23. Gleichgewichtsbedingungen einer Population. Es ist nun nicht schwer, 
die Frage zu beantworten, wann die rP/ beim Uebergang von einer Generation zur 
nächsten sich nicht ändern. Zunächst ist klar: Sollen die rPZ p,,;,..;,j, und damit 
auch die rPHZ g,,, der F'’-Generation mit ihren Werten für die F'-Generation 


übereinstimmen, so muß das sicherlich auch für die rGZ g, 


. + tm )/m 
..;„ der Fall sein, die ja 
vermöge (26) durch die rPHZ mitgegeben sind. Es ist also jedenfalls notwendig, daß die 
in Nr. 22 abgeleiteten Konstanzbedingungen für die rGZ, d. bh. die Gleichungen (59) 
sämtlich erfüllt sind, und wir haben nur zu fragen, was darüber hinaus nötig ist, damit 
auch die ıPHZ konstant bleiben, d. h. damit für alle Werte von ü, ..., Cu ty =: Im 
durchgehends 


— » 
4 211» tmim Ginsn imIn . . ’ } i (60) 
gilt. Setzen wir nun (59) als erfüllt voraus, so können wir Formel (35), indem wir 
Pr ..hm Und 9%, ,.x„ Qurch ihre Gleichgewichtswerte ersetzen, auch so schreiben: 


1 
) ER 
TE hrdısn ide sm N Ins».  Iahar 3’ In. arm’ Ikını Icon.’ Innen kn 
ad En 


, 
(hska is )s) 


In der Summe rechts sind nun aber alle 2” Summanden (bis auf die Reihenfolge 
ihrer Faktoren) einander gleich; denn da entweder Aı =2ı, kı = Jı oder hı =/jı, kı = ı 


ist, so ist sicher stets Garn. Da. Gans Ina.. ebenso aber ist stets 
Vengs..alahgn.. = Naige. #Nshge,.. USW., somit jeder Summand gleich dem Produkt 
RE ls. 7 BETTER 5 im Ir ES e : (61), 


daher die mit 2 multiplizierte Summe dieser 2” einander gleichen Summanden selbst 
[1 7) - 


gleich dem Produkt (61). Also ist (61) der Wert von q', ,,. und daher, wenn (60) 


bestehen soll, auch der von 4, ,, 


. Im Jm 


: also haben wir: Konstanz der rPHZ kann sicher 


u. im Im 


nur bestehen, wenn (für alle Werte von ii, jı - : +, /,.Jm) die Gleichungen erfüllt sind: 


. “ . . —— I» . ” 4 ( (62). 
Tür ji 19.32 - - im Im Jur.ea Ijr .#Irig ke. Iajar. * + I4..im In. . im 62) 


- 


Diese Gleichungen (62) sind aber nicht nur notwendig, sondern auch 
hinreichend, damit die rPHZ konstant bleiben. Werden sie nämlich als erfüllt 
vorausgesetzt, so folgt daraus, indem man (62) auf beiden Seiten über alle Indizes Jı, ja - : In 
summiert: 


Y 
-— ., 
E00 02 


7 Mr Im 


(]l:» . . . — . / . d 
Hi, 22 . » im tı Jı 82.72 » » !m Im gi, x 3 /. DE u 4 


#5) Wird nämlich (58) als gültig vorausgesetzt und summiert man Jinks und rechts über irgend 


einen Index, z. B. über 1,, so folgt 


x 
9; = aß, ‚ ir 
g FR ex. >. #9 j 


f " 4 f 


x 
2; y EN | g 
Is Mr ’ gar.» ...% / |*+ Pe f#*» 


also gq Y us ‚dag #5 - 1 ist 


/ 
3 
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(denn es ist ja 2 y,, ax... = 1, ebenso 2 9, jgx...„ = l usw.); es haben also die 
/2 

GZ ihre Gleichgewichtswerte, woraus wieder nach der eben angestellten Rechnung folgt, 

daß 7‘, 5, gleich dem Produkt (61), also nach Voraussetzung — diusı: ist, und 


die rPHZ bleiben also tatsächlich konstant, wie behauptet. Wir wollen für jede rPHZ 


. im /m 


Try. im im den Wert (61) den zum vorliegenden System von rGZ 1. O gehörigen »Gleich 
gewichtswert« der rPHZ g, ‚_.;„j, nennen. (Entsprechend heißen dann die zu diesen 
Werten der rPHZ gehörigen Werte der rPZ (vgl. Nr. 12): 

Da ERBTFRE Br e Ae (63) 


die »Gleichgewichtswerte« dieser letzteren.) 


Da man, wenn für eine Population die rPHZ q, ,,..;,;„ bekannt sind, daraus die 
rGZ 1.0 und damit die (rleichgewichtswerte der rPHZ berechnen kann, so kann man 
sich auf diese Weise sofort überzeugen, ob die Gleichgewichts-(Konstanz-)Bedin 
gungen (62) erfüllt sind oder nicht. 

Betrachten wir darauf hin unsere früheren Beispiele. Für das erstere (Nr. 16) war 


(vel. Anm. ®°) 035 9,4 = 0,7 9,, = 0,36, 9%, = 0,64; rechnet man aber mit Hilfe 


dieser Zahlen die zugehörigen Gleichgewichtswerte der rPHZ, so erhält man ein von 

42) verschiedenes Schema, da z.B. gı3 1ı = 0,05 ist, während der Gleichgewichtswert 

1,4 09% 04,94, = 0,0272... wäre. Tatsächlich haben wir gesehen, daß die rPHZ sich 

beim Uebergang zur ZF''-Generation ändern. Rechnet man hingegen im Beispiel von 

\r. 17 aus den rGZ 1.0 (vgl. Anm. *')) die zugehörigen Gleichgewichtswerte der rPHZ, 

so erhält man gerade die Werte, wie sie in Zahlentafel (46) angegeben sind, z.B. 
l 31.8 1 


=(j I, ax Ixım Iran Ianı Sana > la’ la’ "la. la" "10° io = 0,005. 


I 12 1 che aa 
Im Falle des Monohybridismus wird aus (62) einfach: 


ij = In, 9;, a Ueberein- 
stimmung mit Nr. 10 bezw. (13) in Nr. 7. 

Aus (62) läßt sich die bemerkenswerte Feststellung gewinnen, daß in einer im 
(leichgewicht befindlichen Population, für welche die Voraussetzungen (U) zutreffen, 
alle (heterozygoten wie homozygoten) Biotypen vertreten sein müssen (natürlich 
unter Umständen zu einem sehr geringen Bruchteil), die bei den in der Population vor 
kommenden Erbfaktoren überhaupt möglich sind. Denn wenn keine überzähligen 


in der Population gar nicht vorkommenden — Erbfaktoren mitgezählt werden, sind alle 
rGZ 1.0 von Null verschieden (vgl. Nr. 18) und wegen (62) sind es dann auch alle 
Ti dr. imjm wnd somit auch alle pP, 5. .injm' 


24. Umformung der Gleichgewichtsbedingungen. Man kann die hergeleiteten 
Konstanzbedingungen (62) noch so umformen, daß sie nur Beziehungen zwischen den 
rPHZ bzw. PHZ darstellen. Zunächst folgt aus (62), daß für beliebige Indexpaare 
di I1: +, %m Jm gelten muß: 

MY 11» RE ig . Ti, 1 + : Im dm ER 1. ImIm ; - ; i (64); 


denn Einsetzen aus (62) gibt links und rechts dasselbe Produkt von rGZ 1.0. Rechts 
stehen rPHZ für in allen Merkmalen reinrassige (homozygote) Typen; aus diesen rPHZ 
lassen sich also in einem Gleichgewichtszustand bei Bestehen der Voraussetzungen (U) 
die übrigen rPHZ, d.h. alle jene der heterozygoten Typen berechnen. Außerdem müssen, 
wie man wieder durch Einsetzen aus (62) bestätigt, zwischen den rPHZ der homozygoten 
Tvpen selbst die Beziehungen bestehen: 


.. / \ . . ww. 
Fü !j ++ im !m Ti 1: » JmIm sr In; hı. . Amlım Ik, kı Kn Km für (A, k.) “u (2.3) ° (65) ) 


»für (Ah, k,) = (i,j.)«, d.h. allemal, wenn jedes der Zahlenpaare (A,k,) höchstens bis auf 
die Reihenfolge mit dem Zahlenpaar (i,j,) übereinstimmt. Es gilt also z.B. für Tri- 
hyvbridismus notwendig bei Gleichgewicht: yıı ıı ıı 923 32 11 = Yıı 22 11 993 2ı 11, desgleichen: 
(ıı 11 11 Qa2 33 22 = (ıı 11 22 (22 22 11 = (Yıı 32 ı1 Y22 11 22 = Y11 23 22 422 11 11- 

Man kann auch umgekehrt, was wir Kürze halber nicht weiter ausführen, zeigen, 
daß, wenn die Gleichungen (64) und (65) sämtlich erfüllt sind, dann auch die Gleichungen 
62) gelten und also Gleichgewicht vorliegt. Hierbei sei erwähnt, daß die Gleichungen 
(65) nicht unabhängig voneinander sind: das Erfülltsein eines Teiles der Gleichungen 
zieht das Erfülltsein der übrigen nach sich. Uebrigens sind sowohl (64) als (65) nur 
spezielle Fälle der folgenden bei Gleichgewicht bestehenden Gleichungen: 


für 5/4 k) = (t, u,v, w,), 


{l» zes / 
ftı 1 » + Timm In, k; hm Km ‘ft, U » «tn Um [v; W| .» . Um Wm 
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d.h. wenn jedes Zahlenquadrupel /, w,v. w, höchstens bis auf die Reihenfolge mit dem 
(Juadrupel 2, j, h, k, übereinstimmt 

Wie eine nähere Ueberlegung zeigt, gestatten die Gleichungen (64), (65) für eine 
im (rleichgewicht befindliche Population unter den Voraussetzungen (U) aus 

(r; BB 1) + (r5 -1)+ . —(r | 

geeignet ausgewählten rPHZ (bzw. rPZ) alle übrigen zu berechnen, desgleichen allgemeiner 
aus ebensoviel geeigneten Summen dieser Zahlen. Summen von rPZ stehen z.B. zur 
Verfügung, wenn Dominanz von Merkmalen auftritt und mehrere Biotypen den gleichen 


Phänotypus darstellen. Für m= 1, r=2 braucht z. B. (wegen rı I=1) nur eine 
Zahl bekannt zu sein, um alle rPZ zu berechnen (vgl. Beispiel Nr. 9, wo die Summe 
pıı + Pı2z gegeben war: = (Pıı + Pı3): P= Pıx:(Pız + Pa) = "lgı). 

Im Falle des Monohybridismus werden die Gleichungen (65) nichtssagend, da 
linke und rechte Seite identisch werden; und aus (64) wird (q, ;,)’ = 4, ., 7j, 5, In Ueber 


einstimmung mit den Konstanzbedingungen in Nr. 10 bzw. mit (14) in Nr. 7 
In den Gleichungen (64), (65) kann man, ohne an ihrer Bedeutung etwas zu 
ändern, die rPHZ 4, ,,..; usw. durch die ihnen proportionalen PHZ Q usw. er 


im Im iı It + » mm 


setzen. 


25. Abweichungen vom Gleichgewicht bei beliebiger Ausgangs-Verteilung. 
Wir haben gesehen, daß in einer panmiktisch sich vermehrenden Population bei einer 
beliebigen Verteilung auf die einzelnen Biotypen die Zahlenverhältnisse der Ausgangs 
Generation im allgemeinen in den späteren Generationen nicht erhalten bleiben, daß dies 
vielmehr nur dann der Fall ist, wenn diese Zahlenverhältnisse gewissen »Gleichgewichts 
bedingungen« genügen. Wir gehen nunmehr über zur Frage, was aus einer beliebigen 
Ausgangssituation im Laufe der Generationen wird. Wir wollen zeigen, daß sich die rPZ 
dann gewissen Grenzwerten nähern, und zwar solchen, die ihrerseits den Gleichgewichts 
bedingungen genügeu, und daß diese Grenzwerte sich unmittelbar aus den gegebenen 
rPZ und zwar mittels der rGZ 1. OÖ berechnen lassen. Dabei ist zu beachten, daß die 
rGZ 1.0. beim Uebergang zu den Filial Generationen konstant bleiben (Nr. 21). Und 
es wird sich im besonderen zeigen, daß es gerade die zu diesen rGZ 1. O im Sinn der 
\r. 23 zugehörigen (und damit selbst konstant bleibenden) »Gleichgewichtswerte« der 
rPZ sind, denen sich die rPZ im Laufe der Generationen unbeschränkt nähern 

Was wir da allgemein beweisen wollen, ist uns übrigens schon im Beispiel Nr. 16 
entgegengetreten: Die Grenzwerte der rPHZ sind in Zahlentafel (42,0) angegeben; tat- 
sächlich sind diese Werte (desgleichen die in (43, ) 20,1, ge Grenzwerte der rGZ) 
nichts anderes als die zu den rGZ 1.0 gı= = 0,3, 9x = 0,7, 9x1 —= 0,36, 92 —= 0,64 ge- 
hörigen »Gleichgewichtswerte« dieser Zahlen; und das vice gilt dann auch von den 
Grenzwerten der rPZ. 

Um den Beweis unserer Behauptung zu führen, wollen wir insbesondere die Ver 
änderungen der rGZ im Laufe der Generationen verfolgen. Zunächst denken wir aus den 
gegebenen rPZ bzw. rPHZ die rGZ für die Z'’-Generation, insbesondere auch diejenigen 
1. Ordnung 9, %...0 > I%..xim berechnet. Aus den letzteren lassen sich für die rGZ 
höherer (2ter bis mter) Ordnung die zu den rGZ i.O im Sinn von Nr. 22 gehörigen 
Gleichgewichtswerte berechnen; nur werden diese natürlich im allgemeinen von den 
wirklichen Werten dieser rGZ abweichen. Jede dieser Abweichungen, d.h. die Diiierenz 
zwischen dem tatsächlichen Wert der, rGZ, z.B. 9, ;,..;;...„ und ihrem Gleichgewichts- 


\ 2f 
wert, soll durch den vorgesetzten Buchstaben X und Einklammern der rGZ bezeichnet 
und der »Exzeß« dieser rGZ genannt werden. Also: 


H “ > 
E (g;, ig .n Ü, wi h — g;, ?3 Ba 7 IT > 4I;, u. u 4, DEE s 4, a2 
oder beispielsweise analog: 
7 / 
"\Ii ig N Bm Iiaigan Iüraae In xig a 


In entsprechender Weise sollen aus den rGZ gebildete Ausdrücke, wie z. B. das 
Produkt 9, 134444, mit den aus den zugehörigen Gleichgewichtswerten gebildeten 
Ausdrücken verglichen und die Abweichung wieder als »Exzeß« und mit dem ent 
sprechenden Symbol bezeichnet werden: 


Eign sine Isar) = Iusc 3 Irigaxı gi ar + Ga * 23 4 x Ir io a ' ve 4 k x k I; 


nn. gelte für die Abweichungen der rPHZ und rPZ von ihren Gleichgewichts 
werten. Und ganz ebenso sprechen wir auch vom Exzeß einer r@GZ, rPHZ, rPZ (oder 
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eines Ausdruckes aus diesen Zahlen) für die F''-Generation oder irgend eine spätere F”- 
Generation. Dabei ist zu beachten, daß es wegen der Konstanz der rGZ 1.0 vollständig 
gleichgültig ist, ob wir z.B. 

2 (g! — gg! .g! 

E(g'; ;, * IST, u . I diın..H Griax.ıa Er SEELE 
schreiben oder: 
2 (g} 
E (g !ı do 





N E (g"ıı) E (g"93 ıı) 
4 2, 23 Ir 4 } Ir ko “ G; 3 k.. . 'g; u . 
Nimmt man etwa das Beispiel von Nr. 16, so hat 0 0,192 -0,0535 
man in (66) eine Zahlentafel solcher Exzeß-Werte, z.B. | 0,096 0,0599 (66) 
’ 2 048 392 arr 
'» (11) m 911 Jı + I&#1 0,J 0,108 0.192 , 0,04 0,0592 
m 7 e- Jr. So Bus 3 0,024 0,0219 
(g 1) = 0,204 0,108 — 0,096, = 0.012 0.0115 
E(ga3 11) = Qa33 11 933 92+ +1 9: = 0,01 0,0689 = — 0,0585; 5 0,006 0,0059 
analog ist 6 0,003 — 0,0030 
E(gıı 42%) — 9ı1ı + Iı# Ixı Gar = 0,21 0,0756 = 0,1844. 7 0.0015 — 0,0015 


26. Grenzwerte der relativen Gametenzahlen. Unser nächstes Ziel ist es, zu 
zeigen, daß für jede einzelne rGZ ihr Exzeß im Laufe der Generationen sich schließlich 
unbeschränkt der Null nähert, die r&Z selbst also gegen ihre Gleichgewichtswerte kon- 
vergieren. Wir wollen das der Reihe nach für die verschiedenen Ordnungen der rGZ 
beweisen. Ueber die rGZ 1. O ist nichts weiter zu sagen, die bleiben konstant: ihr Exzeß 


ist für alle Generationen gleich null. Für eine rGZ 2.0 wie z.B. g', „.... gilt (54) 
' | an # j . ‘ mr { 
oder g', 4x... = "hr (9;, ET, UERREEE URR ‚) und analog gilt dann für den 

Uebergang von der F” !- zur F’” Generation: 
? a ) | 
9", xr..H B (g 71 792 3 1 WERE j x Is i9 
und daher 
y' A ag r N | \ 
Bi. en FF Ka 
zu» 2 E(g" y ak. ). 
Für jede spätere Generation ist also der Exzeß die Hälite jenes für die vorige 
. h a . l e ’ . 
Generation *), also allgemein E(g”, „.. .)= = (9,13%. ..), womit die unbeschränkte 
Annäherung an null für ‘den Exzeß jeder rGZ 2.0 gezeigt ist: lim E (g", . )=o0. 
n F. 
Das aber ist gleichbedeutend mit lim GO 2 Ope, RPRHNE 


n 02 
Gehen wir über zu den ıGZ 3.0! Hier gilt Formel (56). Beachten wir das 
über diese Formel in Nr. 22 Gesagte, so können wir sie schreiben: 
) 


2 ae 2 x 
ET 93 (29, Kasaa -S), 
wo S eine Summe von 6 = 2° — 2 Summanden ist, deren jeder aus rGZ 1. und 2.0 
(für die F’°-Generation) zusammengesetzt ist und in 9, ,...4I 2... fun: übergeht, 


wenn man die rGZ 2. OÖ durch ihre Gleichgewichtswerte ersetzt. Ganz analog gilt dann 
für den Uebergang von der F"  1- zur F"-Generation eine Formel 


” 

f —- s ft ] Y 1) } 

Y e" 313 *. Sie 93 (2 J ’ı 29 13 4 + I) ” ) » (67), 
wo 8-1) eine Summe von 2° -- 2 Summanden ist, deren jeder aus rGZ 1. und 2. OÖ für 
die Z#'” =!-Generation zusammengesetzt ist und in 9, ..,.. Jans... Isa... . übergeht, 
wenn man darin die rGZ 2.0 durch ihre Gleichgewichtswerte ersetzt. Wir können das 
so ausdrücken: Der Gleichgewichtswert von SU ist (2-2). au... Vaiyacıa Taainaa 
oder auch so: Für den Exzeß von SD gilt: 

E (S n 1)) = Ss n | (923 2) u er (], a (4, 


Da nun aber im Ausdruck für SU nur rGZ höchstens bis zur 2. Ordnung vor- 
kommen, diese aber mit wachsendem n gegen ihre Gleichgewichtswerte Kkonvergieren, 
so nähert sieh dabei der Exzeß E(S"-V) unbeschränkt der Null: 

lim E(SC-M—o . (68) 


F. 


Vgl. das Beispiel der Werte für EZ (g",ı) in Zahleutafel (66 











8 
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Aus (67) folgt nun 


E (g",, io iz £< B = N"; ie ia an - I; a (|, ig & ; J, x da 

EDE 

= aW higiar..a Gina... Irige Ara, 

+ (Sn —]1) (2 )) 7 ( 
23 J fi, 1 / 
- E(gn1 )+- E(ge-1 

—— 92 y 4 7 ig a. 93 u\ 

Für jede spätere Generation ist also der Exzeß E(y”, „;...,) gleich '/, jenes 
2 ‘5 oo.” 


für die vorige Generation vermehrt um eine Größe, die wegen (68) den Grenzwert null 
hat. Daraus folgt‘') für diesen Exzeß selbst die unbeschränkte Annäherung an null mit 


wachsendem n: lim E (9",, sinn...) = 0, oder was dasselbe bedeutet: 
nm == GE Pr v Je 
lim I D) ’3 WIE VER wur J. 23 wuz q. * 73 
n= X 


Ganz ebenso kann man nun weiterschließen und zu rGZ immer höherer Ordnung 
übergehen. Nimmt man etwa an, es sei bereits gezeigt, daß die Exzesse aller rGZ bis 
zur Ordnung f—1 mit wachsendem n gegen null konvergieren, so zeigt man, daß dies 
auch für die rG&Z der Ordnung /, wie z.B. g,. . gilt, unter Benutzung der Formel 


52) und des über sie in Nr. 22 Gesagten. Denn dieses zeigt, daß 


. dr *ı. 


1 
1 ze 6 \ 

I ‘ı 9 0 Kk.0.% nn / (29, we. . ef Bo. 3% T > ); 
wo jetzt 5 eine Summe von 2/—2 Summanden ist, deren jeder aus rGZ für die 
F’°-Generation höchstens von der Ordnung f— 1 zusammengesetzt ist und, wenn man 
diese rGZ durch ihre Gleichgewichtswerte ersetzt, in das Produkt 


Be a Fer et (69) 


übergeht. Ganz analog gilt daher für den Uebergang von der #”  |- zur #'*-Generation 


eine Formel der Gestalt: 


wo S\%-1 jetzt ein Ausdruck mit den analogen Eigenschaften wie S ist, nur gebildet 
aus rGZ (wieder höchstens der Ordnung f— 1) für die #”-1 Generation. Es ist also der 
»Gleichgewichtswert« von S@-1) ebenso wie der von S gleich (2”—2)Z. Wir können 
daher auch sagen: Für den Exzeß von SW-D gilt: E(S"-D) = SW -VD — (2’—2)Z. Da 
aber in S®-1) nur rGZ höchstens bis zur Ordnung f— 1 vorkommen, von denen, wie 
wir angenommen haben, schon gezeigt ist, daß sie gegen ihre Gleichgewichtswerte kon- 
vergieren, so nähert sich auch Sr-1) mit wachsendem n unbeschränkt seinem Gleich- 
gewichtswert, d. h. es gilt wieder (68). Aus (70) aber folgt 


1 N 1 
n n P n l er : ; ' 
E(g Kor —_ Zi . (9 = + (8 n | W. 2) Z) 
I cslf Kıo3 ls .tir # 9, | Ill Kı.3} 9, 
1 (n—1 l 
z ’ ) = au ‚(mn 1)\ 
— 2 1 E (9; da ) 4 af FE N J)» 
Ä | EEE 
*) Nach dem Hilfssatz in Nr. 27, in welchem man zu setzen hatce= 053 =, Eis“ , 
An—= El(g"ijigig,...). Man kann die Berufung auf diesen Hilfssatz vermeiden, wenn man etwas näher 
auf den Bau des Ausdrucks S$(?% -1) Bezug nimmt. Man erhält dann eine Formel der Gestalt: 
: C Cr 
E (g Zi 'q 03 Pr s „) = g9n 4 Ay. s) 
wo C, (9 aus den rGZ für die F°-Generation bestimmbare Größen sind. Für „zrößeres » tritt = 
A h | 
vegen zurück, es findet dann angenähert fortgesetzte Halbierung der Exzeß-Werte statt. Nur wenn 
j on 
speziell die Exzeß-Werte aller rGZ 2. O0 in der F’-Generation null sind, so ist auch (C; 0 und die 
Exzesse der rGZ 3. O werden für jede Generation !/, derer für die vorhergehende 
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Hieraus aber folgt genau so®’), wie im eben betrachteten Fall f— 3, daß 
lim 2" (g. , ;,, ,„)=0 ist, oder was dasselbe bedeutet: 
n 
lim g" L u Giikrı-# Grit: "one" Ga (71). 
te 


Unser Schluß von f— 1 auf f zeigt somit, daß allgemein für die rGZ jeder Ordnung 
bis zur mten gilt: Die rGZ nähern sich mit wachsendem n unbeschränkt ihren 
zu den rGZ erster Ordnung gehörigen Gleichgewichtswerten. 


27. Ein Grenzwert-Hilfssatz. Es gilt der Satz: Wenn 0 <e<1undlimb,— 0, 
n F. 
ferner die Folge der Zahlen a, «1, a, .. „4, ... durch & und die Rekursionsformel 
An = cCAa._ı + b IE ER 
bestimmt ist, dann ist lima,. = 0. 
SI. 
Beweis: Man findet u =c" a, + X b.. Seinun > 0 beliebig klein vorgegeben 


_ 


und Nı so gewählt, daß 5b, <"/ae(1 c) für »n>Nı,; ferner N größer als N, und so 
N, 
Y - 'b f Er) 2 r . 
sewählt, daß X (@0 r 2 (- )) < !/ae; für alle r = N wird dann 


1 \c 


S% b; sell e)(1-+ı ( ( 
\ ] 
Mn 
und | N 7b; 
An Ü (ao — 2 )) — 2 € - bh; a ° l J }. 4 [a E — E, 
EW N +1 


also a, beliebig klein, w. z. b. w 


28. Grenzwerte der relativen Populationszahlen. Daß sich die rGZ jede: 
Ordnung im Laufe der (senerationen bestimmten Grenzwerten nähern, wurde bereits in 
Nr. 26 bewiesen. Daß das gleiche für die rPHZ bzw. rPZ gilt, ist daraus unmittelbar 
7 


zu entnehmen. Denn Formel (37) zeigt, wie sich die g; ‚, durch die rGZ der #" '- 
1 1 ” m 


Generation ausdrücken lassen, und da diese rGZ mit wachsendem n bestimmten Grenz 


. . r n Y 

werten zustreben, so gilt das gleiche von den Werten g; . Beachtet man den Satz 
e > 1/1 tm) m 

in Nr. 26 bzw. Formel (71) für /= m, so erkennt man, daß 

ji n— 1 nn li N 1 

ım 9, h. A .. In; vr Jung IE An I, . *# Am) ım Ir, ka ee 9, Te . I, k: yon 7]; rn 

} % r _ en 2 2 

ist; beachtet man ferner (vgl. Nr. 23) 

In, ET EEE Yarı Hi, ; 4 I, k..%) I; hox..3 Igko% re Ixigs ze Yajg r „ USW., 


so erkennt man, daß alle 2” Summanden in (37) dem gleichen Grenzwert, nämlich dem 
Produkt (61) zustreben; daher gilt: 


lim q m " . 9; r r 9;, r ." He, G: * 'ın 9, “ im 
.. 
und daher wegen (39 
’ N 9 ( ö a 
(im Pi: mm Fr | gi, .%* 9;, Ko. a: we U 9; „em? 


.. 
Somit: Die rPHZ und rPZ nähern sich tatsächlich denjenigen Gleichgewichtswerten 
die zu den rGZ 1.0 gehören, und unsere Behauptung eingangs Nr. 25 ist damit bewiesen, 
Wie noch (ohne Beweis) angeführt sei, gilt für die Abweichungen von diesen 
Grenzwerten, daß sie im allgemeinen bei hinreichend fortgesetzter Annäherung etwa die 


1 1 
) 


: . on son —1 N 
Man hat im Hilfssatz von Nr. 27 nur zu Setzen € _1: m, =7E(S , Au E( ) 
.) 7) sErE, 0 » 


I 5 


R ” (n—]1) s 
Näheres Eingehen auf den Bau von 8 ‘ würde wieder auf eine Formel führen von der Gestalt: 


N Ci Cr C3 f—1 
4 «h me . . u . . P 
q 7 Pe A Y—1)n mit Koeffizienten Ci, .., (r—ı, die allein aus den rGZ 
1... s i * )u'‘ a oy\ 
der F’-Generation bestimmbar sind. Wieder ist G=0 (bzw (G=@%=..=(0ıh-1=0), wenn die 


Exzesse aller rGZ der Ordnung 2 (bzw. 2 bis D null sind Wir gehen auf diese Fallunterscheidungen 


hinsichtlich der Art der Konvergenz nieht weiter ein. 
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Hälfte der Abweichung in der vorhergehenden Generation betragen. Für die ersten 
Schritte braucht dies allerdings nicht zu gelten. Zur Illustration diene etwa das Verhalten 
von E(g’a21ıı) in der Zahlentafel (66). In gewissen Fällen allerdings erfolgt die An- 
näherung rascher. Diese Fälle sind dadurch gekennzeichnet, daß von vornherein (in der 
F.-Generation) schon rGZ höherer als der 1. O (etwa alle bis zur Ordnung / einschließlich) 
ihre Gleichgewichtswerte haben und erst unter den rGZ der Ordnung !-+1 solche auf- 
treten, die von ihren Gleichgewichtswerten verschieden sind. Eine spezielle Rolle spielt 
dabei der Fall, daß 2=m, d.h. daß alle rGZ bis zur höchsten Ordnung schon in der 
F°-Generation ihre Gleiehgewichtswerte haben. Dann tritt nämlich von der F' Gene- 
ration angefangen (also nicht erst als Grenzwert im Laufe der Generationen) volles 
Gleichgewicht auch in den rPZ ein. Dieser Fall, der nur eine Vorstufe des Gleich 
gewichts darstellt — im Falle des Polyhybridismus ein Sonderfall ‚ war bei Mono 
hybridismus der einzige neben dem (rleichgewichtsfall auftretende: für m=1 sind eben 
die r&Z höchster Ordnung zugleich jene 1. OÖ, also notwendig konstant. 

Zusammenfassend haben wir somit: Wenn eine Population mit beliebigem 
Ausgangszahlenverhältnis ihrer verschiedenen Typen sich selbst überlassen 
nach Zufallsgesetzen sich fortpflanzt und dabei die in der Einleitung 
genannten Gleichmäßigkeits-Voraussetzungen zutreffen, dann nähern sich 
die Zahlenverhältnisse im Laufe der Generationen gewissen Grenzwerten, 
die einen Gleichgewichtszustand darstellen (es sei denn, daß schon von vorn- 
herein ein Gleichgewichtszustand vorliegt oder bereits in der ersten Filial-Generation 
erreicht wird), Diese Gleichgewichtswerte der relativen Populationszahlen 
bestimmt man aus den Formeln (62) bzw. (63), nachdem man aus den gegebenen 
Ausgangswerten der Populationszahlen die zugehörigen relativen Gameten- 
zahlen erster Ordnung (Nr. 18) ermittelt hat. 


Zusatz bei der Korrektur. Der Grenzwertsatz von Nr. 27 folgt, worauf mich 
Herr H. Hahn (Wien) aufmerksam machte, leicht aus Sätzen von O. Toeplitz und 
J. Schur betreiiend Koeffizientensysteme c„;, welche jeder konvergenten bzw. gegen 
null Kkonvergenten Folge db», bı, Da, ... vermöge „= 2c,.b; wieder eine konvergente 


Folge @, aı aa, ... mit gleichem Limes zuweisen. Vergl. OÖ. Toeplitz, Prace Matematvezno- 
Fizyezne, 22 (1911) p. 117. T. Kojima, Tohoku Journ. 12 (1917) p. 300. J. Schur, 
Journal f. r. u.a Math. 151, p. 85. H. Hahn, Monatsh. f. Math. u Phvs. 32 (1922) p. 20. 


In unserem Falle ist mn; = c””' und die fraglichen Bedingungen lim c„;=0 und 
n FJ. 
I Cni, <S einer von n unabhängigen Schranke sind also erfüllt. 295 


L 


Erlangen, Mathematisches Seminar der Universität, Mai 1923. 


KURZE AUSZÜGE 
Hydraulik. 


Bewegung in zähen Flüssigkeiten. Bei Aufgaben dieser Art ist die Reibung 
T. 4. Havelock behandelt im Phil. Mag. an der bewegten Fläche nicht unmiltelbar 
2 1921), S.620, 628, Probleme der un- eine Funktion der Geschwindigkeit, sondern 
gleichförmigen Bewegung von Körpern in hängt von der Geschwindigkeitsverleilung der 
zahen  Flüssiskeiten Die bewegten Körper Strömung und indirekt von der Vorgeschichte 
sind als unendliche Ebenen oder Kreiszylin- des momenlanen Bewegungszuslandes ab. Man 
der vorausgesetzt. so daß eindimens’onale kann die Bewegungsgleichung daher als eine 
\ulsaben vorliesen. Folgende Fälle werden Intesralgsleichung, und zwar vom Volterra 
untersucht Die Ebene bezw. der Zylinder schen Typus, aufstellen Ihr Kern wird ein 
ist stets vertikal angenommen Bewegung aus Exponenlialfunktionen gebildele Reihe 
unter Wırkung der Schwerkraft. unter einer \ndererseils läßt sich d’e Aufgabe aber auch 
zeillich rein harmonischen Kraft. oder unter nach den elemenlaren Methoden der Lehre 
einer elastischen Kraft, die nach einer von den partiellen Differenlialgleichungen be 
huhelage zurückzieht, wobei die Flüssigkeit handeln und führt so zu einer Lösung, die 
ımmer durch verlikale Wände begrenzt ge- sleichfalls durch eine solche Reihe mil ande 
dacht ist Das Interesse des Verfassers beı ren Exponenten gegeben sl \Man gewinnt 
der Behandlung dieser Aufgaben gilt mehr also damit auch eine Lösung der Integral 
der mathematischen Methode. als den phvsi sleichung Der Gedankı des Verfassers ısl 
kalıschen Fragen nun. diese Lösung nulzbar zu machen füı 


26 
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ehunsen führe B \ufsaben mit Hvsk 
resis-Eınflüssen ür die aber ein paralleles 


Diff: renlialoleic] ııngossvsieı } nI h! oHNNne wei 


leres aufstellbar ist Ks ist kaum nötige zu 
erwähnen dal dl L,ösungeı ıch au u 
| leı N} ler Integralsleichunsen b 
kannleı | klu salzen lunden w | 


konnlen 


Ausführliche Untersuchungen über die 
Verwendbarkeit von Wasserrädern bei 
Bremsversuchen, zur Bestimmung des An- 
triebsmoments von Motoren, teilt Dipl.- 
Inge. W. Schmidt mit (Ztschr. d. V. d. Ing 
65, 1921, S. 441). 

Das vollstländis eingelauchte Wasserrad er 
lahrt, bei Vermeiduns von Nebenwirkunsen 
hei jeder Umlaufz: ein beslimmies Wiıdeı 
slandsmomen! In der l"lüssi keit propor! onal 

| 


I | mlaufzahl Da das \lo'tor 


dem Quadrat « 


momen! nl wachsendeı Umlaufzahl ab 
nimmt. ergibt sıch ein scharfer Schnitt der 
\lolorcharaklerislik Beziehung zwischen Um 
laufzahl und Momen mit der des Wasserrads 
] D ein I» stımmles Paar usammen ehöriser 
\Werlı Verwe del INA \% ele ahnlı he Wasser 
rider VE chied: ner (röhbe so wächs! das 


Widerstlandsmoment, mit geringen meßbaren 
\bweichungsen mit der 5. Potenz des Durch 


NIESSCrSs So kann man daher durch Kupp 
lung des Molors mil den Wasserrädern. zahl 


‚ 

reiche Punkle der Motlorcharaklterist k scharf 
erhallen Nalursemäß wird diese Meßmethode 
in erster Linie für Schiffsmotoren in Be- 
Iracht kommen 

Der theorelisch: Versuch des Verfassers 
elle erhaltenen Resultali ruf \Wasserrädeı 
ınderer Form zu übertragen, indem er ein 
fach den Widerstand iedes Flüselelemenls 
dem dort herrschenden Geschwindiskeitsqua- 


dral proporlion | sel | 1st bedenklich Eis 
mublen hier zumindes! de bekannten Fir- 
sebnisse über die Druckverleilung an roti 
renden Hlächen herangezosen werden 
Breslau . Noether. 981 


Ausflußzahlen bei unvollkommener Kon- 
traktion. Unter dem Titel Orifice eoeffi- 
cients-Dala and resulls of Tests ist ın 

\echanical Ensineering June 1923. S. 312 
bis 348« ein Aufsalz von Jacob M. Spitz 
olass veröffentlich! der FErsebniss von 


Versuchen mil durchlöcherten Stauscheiben 


ı einer Luftleitung enthält Zur Erzeugung 
des Luftstroms diente ein Ventilator. der im 


1] 


Hlöchstfalle 17 cbm/min Luft bei einem Druck 
von 250 mm  Wassersiäüul: lieferte. Di» Ver 


suche solllen den. Einfluß des Ocelinungsver 
hältnisses. der Rohrsröße und des Abslandes 


der Druckmeßanschlüsse oherhalb und unleı 


halb der Stauscheibe ermitteln Sie wurden 
[für Durchmesser von 50 bis 30) mm durch 
seführ! Bei jedem Rohr wuril das Oeff 
nungsverhällnis 1I41mal geänder! \uf jeder 
Seite der Stauscheibı waren I? Anschlüsse 


um Messen der Drücke vorhanden. die sich 


bis auf eine En!fernuns von 5farhem Rohr 


durcehmesser oberhalb und unterhalb verteil 
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len BIT Slauscheibe halte kreisrunde Oefl 
nungen 

In den dem Aufsatz beisefüslen Kurven 
lafeln die die Druckverteiluns über die 
Rohrlänge darstellen. sind nicht die Druck 
unterschiede für zwei bestimmte Punkte vor 
id hinler der Stauscheibe angeseben, son 


dern die \usflußzahlen die aus den ge 
Mmessenen Drücken errechnel wurden Als 


charaklerislische Punkle hinter der Stau- 
cheibe wurden der Punkt. in dem der Strahl 
seine größte Kontraklion hat Ort der vena 
conlracta und der Punkl wo die Strö 
mungsenersie bis auf den Stoßverlust wieder 
in Druck umgesetzt ist, gewählt. De Kurven 
zeisen, daß die Druckunlterschiede zwischen 
den Meßanschlüssen vor der Stlauscheibe und 
einem von diesen beiden Punkten ein ziem 
lich flaches Minimum in der Entfernung von 
>D bis 0.75D (D Rohrdurchmesser) haben 

In dieser Entfernung soll ılso der cha 
rakterisliische Punkt vor der Stauscheibe T« 
sen \us den Druckunter 
diesem Punkle und den Meßanschlüssen hin 
ter der Stauscheibe ist zu ersehen. daß der 
edles, der dem 


tion entspricht 


sr] icprh 
schieden ZWwIscnen 


*!löchstwert des Druckuntersel 
Querschnitt srößler Kontlrak 
ch nicht eindeutig durch den Durchmesser 
ausdrücken läßt, daß aber der Kleinstwer!l 


des Druckunlerschiedes. der dem Querschnilt 


der bis auf den Stoßverlust zurücksewonnenen 
Strömungsenergie entsprich! ziemlich zenau 


in der Entfernuns 5D hinter der Stlauscheibe 
tufirilt Fin serinses Abweichen von diesen 
Punkten kann nach Ansicht des Verfassers 
erheblich abweichende Drücke ergeben l.ei- 
der wurden Messunsen unmittelbar vor und 
hinter der Stauscheibe von ihm nicht g 
macht 

\us den so sefundenen maximalen und 
minimalen Druckunterschieden sind die Aus- 
lußzahlen errechne! und für Oefllnungsver 
hältnisse d2/D2 (d= Oellnungsdurchmesser) von 
0.05 bis 0.70 in einer Tafel dargestellt. 

Bei den Versuchen zeigte sich, daß grö 
here Rohre bei gieichem Oeffnungsverhältnis 
kleinere Ausflußzahlen ergaben als kleinere 
Rohre So wurde z.B. die Ausflußzahl bei 
einem Rohr von D=300 um 1 bis 2xvH 
kleiner als bei einem solchen von D= 150 
sefunden \ls Beispiel mögen die Angaben 
über Kontraklionszahlu und Ausflußzahl 
die u mal Geschwindigkeitskoeffizien! für 
hr von D=300 mm, Messung an der 
Stelle slärkster Kontraktion. dienen. Es fand 


I, 


SsıtHi 


m „JR AT 
für d D ) 


\ 


0,05 0,10 0,15 0.20 0.25 0,30 0,35 
0,40 0.45 0.50 0.55 0,60 0,65 0,70 


\= 603 609 612 615 619 626 633 

I0OOO rn : f i r u i un 
e = 641 649 661 674 ba 106 i28 
\= 603 610 614 620 627 637 649 
I000 g ) Re De — a a ze 
f = hh3 hiY 700 125 ib u s46 
Danzıa P. Reschke. Ki. 


Strömung in konisch erweiterten Rohren. 
Versuche über den Verlauf der Wasserströ 


mung in erweilerlen Rohren s’nd soewiß heute 
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ch von hohem Interesse, wenn es auch 
icht richtig ist, daß »bisher nichts zur Er- 
orschung des Strömungscharakters in diver- 
erenden Rohren geschehen« sei. Mit die- 
er Behauptung leitet George E. Lyon den 
uszug aus einer Dr.-Ing.-Disserlalion ein, 
n er in den Transacltions of the American 
ciely of mechanical engineers, Bd. 43, 1921, 
.1245 bis 1258 veröffentlicht. Er machle 
Versuche an 7Saugrohren, die an der Ein 
riltstelle sämtlich 3 engl. Zoll Durchmesser 
allen, während fünf auf 6Zoll und zwei 
auf Y9Zoll sich erweilerlen; der ganze Gonus- 
Winkel lag zwischen 4 und 12%. An vier 
O)uerschnitten wurde die Geschwindigkeils 
Verleilung, und zwar bei drei verschiedenen 
Durchflußmengen aulgenommen. Die Ergeb- 
isse werden in 84 Geschwindigskeits-Kurven 
largeslelll, die den charakleristischen  Ver- 
lauf - allmähliche Verbreilerung des Strö- 
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mungskernes über den Querschnil!t - aul- 
weisen. Das erste Versuchsrohr, das aus 
Beion hergestellt war und einen Gonus- 
Winkel von {0 besaß, zeigle slarke Ab- 
weichungen von allen übrigen und wurde 
[für die weilere Untersuchung ausgeschieden. 
Von den sechs Stahlrohren zeigle ein do 
engl. Zoll langes mit dem Oeflnungswinkel 
80 den besten Wirkungsgrad, und zwar bei 
millleren Geschwindigkeilen von 10 bis 
20 Fuß/Sekunde fast unveränderlich 91vH. Den 
geringsten Wirkungsgrad, und zwar wieder 
in den gleichen Grenzen fast unveränderlich 
wies ein 34 engl. Zoll langes Rohr mil 100 
Oelinungswinkel auf Um diese Ergebnisse 
richlis beurleilen und verwerlen zu können, 
bedarf es wohl noch krilischer Durcharbei- 
lung der  Versuchsbedingungen, namentlich 
hinsichllich der Auswahl der Rohrlängen und 
der \le bquerschnille M ISOeS, 351 


KLEINE MITTEILUNGEN 


Gastheoretische Deutung der Reynolds- 
schen Kennzahl. In fast allen hydro- und aero 
dynamischen Aufgaben, bei welchen sowohl die 
Trägheit als die Reibung der Flüssigkeit bezw. 
(des Gases eine Rolle spielt, tritt als wesentlicher 
Parameter die sog. »Reynoldssche Kenn 
zahle auf. Betrachten wir z. B. den Wider 
stand gegen die gleichförmige Translations- 
bewegung eines festen Körpers, so kann man 
aus den Differentialgleichungen, welche für die 
Bewegung der Flüssigkeit gelten, leicht her 
leiten, daß der Strömungszustand bei geome 
trisch ähnlichen Widerstandskörpern ‚ähnlich 


bleibt, tells die Verhältuiszahl — 7° (U mm Ge 
u 
schwindigkeit des Körpers, d= eine lineare 
Dimension desselben, o = Dichte der Flüssig- 
keit, « = Koeffizient der inneren Reibung) 
denselben Wert hat. Bezieht man wie 
üblich — den Widerstand auf die Stirnftläche / 
oU? 
des Körpers und auf den Staudruck ° ——-, so 


wird die Widerstandsziffer » in der Formel 


W: 1 f 


eine Funktion.der Kennzahl R en \ 

id 

Zur Erklärung der Reynoldsschen Kennzahl 
pllegt man zumeist anzuführen, dal sie die 
einzige dimensionslose Kombination aus den 
physikalischen Konstanten o und zeinerseits und 
aus den Bestimmungsgrößen: Geschwindig- 
keit und Körperabmessung andererseits dar 
stellt. Fernerhin kann man anführen, daß sie 
ein Mab für das Größenverhältnis der ent- 
stehenden Massen- und Reibungskräfte liefert, 


h , j 7° f 
indem die ersteren mit dem Staudruck ‘ ‚die 


‚„BMU 
letzteren mit‘ wachsen. Die Reibunz ist 


d 


rleich Reibuneskonstante senkrechtes Ge 


fälle der Geschwindigekeit; das Gefälle ist 
jedoch bei ähnlich bleibender Strömung deı 
Geschwindigkeit direkt und der Körpera 
messunge umgekehrt proportional.) 

Neben diesen rein hydrodynamischen Deu- 
tungen, zu welchen noeh die dureh v. Mises 
sevebene Deutung als »reduzierte Geschwin 
diekeit« hinzuzufügen wäre, hat es vielleicht 
sewisses Interesse, daß man zu einer recht 
anschaulichen Darstellunz „elanet, wenn man 

weniestens für ideale Gase auf die 
eastheoretische Herleitung des Reibungskoeffi 
zienten zurückgreift. 

Die kinetische Theorie der (sase deutet die 
innere Reibung als »Impulstransport« quer 
zur Strömungsrichtung., legen wir ein 
Flächenelement von der Flächengeröße Eins 
tangentiell zur Stömungsgzeschwindigekeit v, so 
ist die Reibung pro Flächeneinheit, d.h. die 
Schubspannung, gleich der nach der Strömungs- 
richtung gerichteten Impulsmenge, welche in 
der Zeiteinheit dureh die Fläche durchtritt. 
Um diesen Impulstransport zu berechnen, 
kann man sich folgender vereinfachten Be- 
rachtungsweise bedienen: 

Wir denken uns je eine Schicht von der 
Dicke der »mittleren Weerlänge« / auf beiden 
Seiten des Flächenelements; dieser Raum 
repräsentiert uns dann den Bereich, innerhalb 
dessen der Impulstransport erfolgt. Bezeich- 
nen wir die mittlere Molekularzeschwindiekeit 
der thermischen Aeitation mit ce, so ist die 
nach beiden Richtungen sekundlich transpor 


tierte Gasmenge proportional co, Ist das 
(Vv 

Gefälle der Geschwindiekeit senkrecht 
m 


zum Flächenelement von Null versehieden. so 
führt die Gasmenge, welche von der nach 
wachsender  Strömungsgeschwindigkeit xge- 
legxenen Seite herstamnmt, eine größere Impuls- 
menee mit sich. Die mittlere Geschwindis 
keit beträgt in der Schicht von der Dicke 4 
auf der Seite der positiven Normalen offenbar 


I6#* 
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U 4% 
v+ ‚ auf der entgegengesetzten Seite 
Un 2 
Ov /4 a x i 
v ‚so daß der Ueberschuß an durch- 
On 2 
Ov . . 
tretendem Impuls co/ proportional ist. 
on 


Nun setzt man die Schubspannung nach dem 
phänomenologischen Ansatz 
Ov 
I dd ’ 
In 
so daß die Reibungskonstante bis auf einen 
Zahlenfaktor, welcher lediglich von der Art der 
Mittelwertbildung abhängt, gleich ocA wird 
Führen wir diesen Ausdruck in die Rey- 
noldssche Kennzahl ein, so sehen wir, daß 
wir diese ersetzen können durch das Produkt 
zweier Verhältniszahlen 


R 


d. h. durch das Produkt der Verhältniszahl 
zwischen Translationsgeschwindigkeit 
U und Molekulargeschwindigkeitc mit 
der Verhältniszahl zwischen Körperabmes 
sung und mittlerer Weglänge. 

Die vollständige Diskussion des 
Widerstandsproblems gestaltet sich als 
dann etwa wie folgt: 


a)Bereich derBrownschenBeweeung: 


U l 
«1, = |. Die Translationsgeschwin 
C /. 
digkeit ist klein gegen die Molekulargeschwin 
digkeit, die Körperabmessung ist vergleichbar 
mit der molekularen Weglänge. Bekanntlich 
ist die Stokessche Widerstandsformel in die 
sem Falle nieht mehr stichhaltig und bedarf 
der Korrektion mit gastheoretischen Hilfs 
ınitteln (z. B. Formel von Cunningham). 
b) Hydro(aero)dynamischer Bereich: 
U d 


=, > ER Es selten die Differential- 
» 


sleichungen der Hydrodynamik. Für die Strö- 
mungsform und das Widerstandsgesetz ist 
Ud 
c4 
noldssche Kennzahl maßgebend. Der Strö- 
mungszustand ist bei kleinen Werten von KR 
durch die Reibung bestimmt (Stokessches, 
lineares Widerstandsgesetz), bei wachsender 
Kennzahl folgt zunächst Uebergang in eine 
niehtstationäre Wirbelströmung mit regel- 
mäßiger Periodizität (Wirbelstraßen, nahezu 
quadratisches Wıiderstandsgesetz mit den »gro: 
ben Koeffizienten schließlich meist nach 
plötzlichem Umschlag (kritischer Punkt) eine 
unregelmäßige, im Mittel stationäre Strömungs- 
form (turbulente Strömung, quadratisches 
Widerstandsgesetz mit den »kleinen Koeffi- 
zienten«). 


lediglich das Produkt R d.h. dieRey 


A 1 U d 
ec) Ballistischer Bereich: nr 
C I 
Die Translationsgeschwindigkeit ist von 
derselben Größenordnung wie die Molekular 


eeschwindigkeit, oder was auf dasselbe 
herauskommt die Schalleeschwindig 
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keit. Für die Strömungsform sind die ther- 
mischen Vorgänge mitbestimmend. Man kann 
daher sagen, daß die eigentliche Hydro- oder 
Aerodynamik nur im Fall b) ausreicht. So- 
wohl im Fall a) wie im Fall e) muß die 
Thermodynamik eingreifen: nur im ersten Fall 
müssen wir auf ihre molekulartheoretische 
Fassung zurückgreifen, während im letzten 
Fall die phänomenologischen Ansätze aus- 
reichen, 

Aachen. Th. v. Karmän. 314 

Ueber die bei Funktionen von Variabeln 
auftretende Korrelation. Der Korrelations- 
koeffizient stellt den Zusammenhang dar, der 
zwischen zwei Variabeln im Sinne der Wahr- 
scheinlichkeitstheorie besteht. Hat man eine 
Reihe von Variabeln und bildet man aus ihnen 
zwei Funktionen, so soll im folgenden der 
zwischen diesen Funktionen bestehende Zu 
sammenhang berechnet werden. Interessant 
ist besonders der Fall, daß die Variabeln 
selbst zusammenhangslos sind. 

Man habe die Variabeln X, (v=1,2,....n) 
im Sinne der. Wahrscheinlichkeitstheorie, 
zwischen denen die Korrelationen v,;, be 
stehen, M, seien ihre Mittelwerte, x, die Feh 
ler, a, die mittleren Fehler und X die Zahl 
der Beobachtungen. Man bilde aus den Ä, 
zwei Funktionen 


A=/(X) und Am=y(ÄA,). 
Bezeichnet man die Mittelwerte der Z mit /, 
ihre mittleren Fehler mit o, jeweils versehen 
mit dem entsprechenden Index, so gilt für den 
Korrelationskoeffizienten o zwischen Z, und 
Z; nach der Definition 


1 , 
00] 0 = N 2 (Z] I, (Z3 ls). 


Im folgenden wird o mit Hilfe der Mittel 
werte M, der X,, ihrer mittleren Fehler a, und 
der zwischen den X, bestehenden Korrelations- 
koeffizienten r,, berechnet. Diese Daten sind 
den Beobachtungen der X, selbst zu ent- 


nehmen. Infolge der Definition der Mittel- 
werte wird die rechte Seite gleich 

1 a ’ 

V 2 J ( N\ P} )g ( As ) I, v lo. 


Man setze für / und g eine Potenzreihen: 
entwicklung ein, bezeichne f (M,) mit / und 
die entsprechenden Ableitungen 'mit f,,. Man 
vernachlässige dann die dritten und höheren 
Potenzen der Fehler gegenüber den ent- 
sprechenden Potenzen der Mittelwerte. Dann 
wird dies zu 
l 


+ Yafıı a? 
N 


.+/19 7, 79 + Jı3 Tıdla3 +...) 
' 


-IS(f+harhmr+... 
+ "/a fag X” + 
(9+49ı Xı +99 73 + /agı Xı° + \/gagag 22° 
+ ...+dı3 Xı 72 + Jı3 Tıd3 +...) I, Is. 
Nun gilt für den Mittelwert /; der Z, unter 
derselben Voraussetzung 
h=f 


und für den mittleren Fehler ao, der Z, 


niit rt.) (1) 


15) 


oe’ = 2 f.’ u, + chHhnNn u 


u, 7.) ( 


% % 
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(Vergl Czuber, Die statistischen Forschungs- 
methoden, Wien 1921, S. 151.) 

Beachtet man die Definition der Fehler, der 
Korrelationskoeffizienten, der mittleren Fehler 
und die oben angegebenen Ausdrücke für die 
Mittelwerte /, und /s. so erhält man 

006,09 =1/49-+ uı'(gı fhı + "a 9ıı f /afıı 9) 

+ u? (gh+Nsgef+t af g) 

+ uı wa rıa (yı a + 9 ı + 9u f 
’g a? (/a gıı + ln) 

— ug? ('lagaaf + !Ia/a2 9) 


Dividiert man Zähler und Nenner durch 


1A 


M, M, M; M, und bezeichnet man - —=v (Va- 
riationskoeffizient), so wird 


vi v3 fız3 + vı vy Tıg + vgv3 793 + vyvawr94 . 
e = (3a), 


V (wı?+vg?+2v,vgrj2) (vg +ug +2 vzu4r34) 


fa g) + uı us rıa (yı fa + gafı + Yıaf + fa y) 4 


u) 42072 (134 + 919 /) u u3rı3 (39 + 913 /).. 


Demnach wird Su’ u +2. re fr +N 9) 


nn 8 2 9 \ . ur \ 2 2 ‘ \ { 
V(2 fa" ur” +22 ff, x) Teı) (2 94°" u,’ +22 09,9 Ux Ur Tıı) 


Der Korrelationskoeffizient zwischen Funk 
tionen von Variabeln hängt also nicht bloß 
von den Korrelationskoeffizienten der Varia- 
beln selbst, sondern auch von ihren mittleren 
Fehlern ab, die keinen physikalischen oder 
organischen, sondern einen meßtechnischen, 
zufälligen Charakter tragen. 

Hat man eine Korrelation zwischen Funk- 
tionen von Variabeln beobachtet, so muß man 
zur Beurteilung des tatsächlichen Zusammen 
hangs in Rechnung ziehen, wie groß der nur 
durch das funktionelle Zusammenfassen ent- 
standene Koeffizient ist. Setzt man die Korre 
lationen zwischen den Variabeln gleich null, 
so wird x u,?g, f, 

Do == . (4). 
j y2 A u, -2 u ny3 

0, ist nur dann von null verschieden, wenn 
die Funktionen / und g mindestens eine Va 
riable X gemeinsam haben. In diesem Fall 
wird man in der Differenz zwischen der beo 
bachteten Korrelation o und der theoretischen 
00 ein Maß des echten Zusammenhanges er- 
blieken können. Doch ist diese Differenz kein 
Korrelationskoeffizient, da sie im allgemeinen 
zwischen —2 und +2 liegt. 

Hat man also z. B. zwei Funktionen 
(X1,X3) und g(A, As) von drei Variabeln, 
welche keinen Zusammenhang aufweisen, so 
existiert trotzdem zwischen / und g ein Zu- 
sammenhang, der sich durch einen endlichen 
Korrelationskoeffizienten ausdrückt. Doch ist 
diese Korrelation nur eine scheinbare. 

Diese Korrelation zwischen Funktionen von 
Variabeln, wobei eine der Variabeln eine aus 
sezeichnete Rolle spielt, ist also irreführend. 

Sind speziell die Funktionen / und 9 Pro 
dukte und ist Z = AL: Xa. /,=ÄAz3: X, 50 
wird f= M, - Ma 

gm Ma ® M,; 
und I; = M, ö Wa + u ug tig 

a = M,? ua? + My? u? +2 Mı Ms u ug 1712. 
(Man könnte hieraus übrigens, wenn die 
Mittelwerte und mittleren Fehler zweier 
Variabeln und der mittlere Fehler ihres Pro 
duktes bekannt sind, den Korrelationskoeftfi- 
zienten der beiden Variabeln berechnen. 

Setzt man die Werte von / und g und die Werte 
ihrer Differentialquotienten in (3) ein, so wird 


Somit ist die Korrelation o ausgedrückt 
durch die vier Korrelations- und die vier Va- 
riationskoeffizienten. Sie ist natürlich null. 
wenn die vier Messungen unkorreliert sind. 
Sind dagegen zwei der Variabeln vollständig 
korreliert, z. B. identisch. also Aa = A;:; 
ve = vu; faı m], 80 ist 


7 
” 


- 


vu uvzTı3 +VvvgTıg +vVavarfaz3 + v2 
Od == 
V wı?+vg?+2vıvgr19) (vg°+Vg°+2vgvzrg3 

Das ist der Korrelationskoeffizient zwischen 
zwei Produkten, in denen derselbe Faktor 
vorkommt. Dieser Wert verschwindet nicht, 
wenn die nicht identischen Variabeln unkorre 
liert sind, Denn wenn r;3 Yrı9 =Tıı=0, 80 
bleibt 

2 
09 <. ee; ur 
V(vı? + va?) (vg? + v3?) 

Dieser Wert gibt die scheinbare Korrelation, 
die bei zwei Produkten besteht, bei denen ein 
Faktor gemeinsam ist. Wenn alle Variations 
koeffizienten gleich sind, wird 00 = 0,5. Sinıd 
also die Variationskoeffizienten gleich, so be- 
steht auch im Fall der zusammenhangslosen 
Variabeln ein hoher Korrelationskoeffizient, 
der durch einen Zusammenhang höchstens 
verdoppelt werden kann. 

Für den Fall des Quotienten erhält man 
aus (3) die von Pearson!) aufgestellten For 
meln als Spezialfall 


. X 
Sind nämlich die Funktionen /= 
XL, 
X3 , 
y- ‚ so wird auf genau demselben Wege 
No 
vu vg Tıg — vı va Tız vg v3 193 4 v3? : 
0= (3b) 
Vo? +v3?—2 vıvgrı3) (vg?+V3?—2 va vzrg3) 
und v3? 
o— (4b). 


| (vr? 4 vg‘) (vg° + vn° 
Beispiele. 
Für 100 altbayerische Schädel von Ranke 
(Anthropologie der Bayern, Bd. TI, 5. 194) er- 


I) Pearson, Karl, On a Form of Spurios Cor- 


relation which may arise when Indices are used 
in the Measurement of Organs. Proceedings of tlıe 
Royal Society of London, Vol. LX, S. 489. 


4) ug Ty3 Mg My + u ug 914, My Ma + ua ug 1793 Mı My + us ug ray IM, Ma 


oo = 


/ “ “ ‘ « D D . ., 
V(M3? u,® + My? ua? + 2 M, My uı ug 12) (My? ug? + Ma? ug” + 2 ug ug 734 My Mi 








Hilo Zeitschrift für angewandte 


gibt sich für die Korrelation zwischen den 


b Breite Höhe i 
Verhältnissen und ein Wert von 
Läng: länge 
m) 0,4857. Setzt man aber die vorhandenen 


Korrelationen zwischen Breite, 
länge und Höhe zleich null. d. h. betrachtet 
man eine vollkommen zufällise Anordnung 
dieser Schädel, so wäre 00 = 0 4008 Dem- 


(seringen) 


serößte Teil der 


-_ 


Korrelation nur scheinbar 


nach ist der beobachteten 

Ebenso ereibt sich für 40 männliche Aino 
skelette nach den »Mitteilungen der medizini 
schen Fakultät der Universität Tokio. Bd. I 


a 2 Femus Tibia 
für dıs Verhältnisse und ein: 
Humerus Humerus 


0.564. Würde man die 
zufällie anordnen und die 
starken Korrelationen bei den Knochen des- 


Korrelation O0 
Knochen aber 


selben Individuums vernachlässigen, so wäre 
9» = 0,456, d.h. der 


ıchteten Korrelationen ist wieder nicht orea 


srößte Teil der beob 


nisch Erst die Differenz zwischen o und #9 
oj)bt ein Mab für die echte Korrelation. 

Das Skelett der Seeigellarven besteht aus 
vier bilateral symmetrisch angeordneten Kalk 
bezeichnet man die Länge der beiden 
linken Stäbe mit X, und A 
mit Az und A, so gewinnt man in dem Kor 
relationskoeffizienten (3a zwischen Aj \y 
und A3- A, ein Maß deı 


metrie dieser Tiere. Nach den Messungen von 


stäben. 


dıe rechten Stäbe 


apparenten Sm 


Gumbel und Landauer'!) ereibt sieh für den 
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Band 3 
Sphaerechinus genannten >Seeigel o = 0,469, 
während oo stets null ist. 

Für die Physiologie ist die Korrelation 
zwischen der Länge L des Menschen und den 


W 


d 
N 


Q era 

\ und von interesse. 
a La 

Dabei bedeutet @ einen fiktiven Körperquer- 
schnitt, definiert durch die Beziehung: % Z 
mal der als konstant angenommenen Dichte 
gleich dem Körpergewicht. Setzt man L=Ä,\, 
& Ar, rQ,L.=f, soistif= M,, = M, My?" (N = 
1, 2,3). Daher wird nach (3) 


Ausdrücken @_/, 


„ M3 4 u2 Tr 
-n u“ “rg 
f (J ) Ay MH, 


1/ us® u My’ n“ 2mM, u ugr 
di] y - — 
> - 77 
M, - M, 2. 6 M,‘ r 


Multipliziert man Zähler und Nenner mit 
M,'/M, und führt wieder die v ein, so wird 


v3 7 — N Vi 


() 2 
N (4 = Vv,2 un? y,? 


N nv, var 
Das Maß des tatsächlichen Zusammenhanges 


aber wird 


vuy Tr nv] vn 
N . ’ / . . 
J vy" + nv“ — ?2nv wr y vs“ + n® v° 
Speziell ergibt sich nach Kaup‘) für den 
( 
Zusammenhang von L und — o=0 wogegen 
2 
039 —— V.28, Su daß oO 00 — 0,28. 
Heidelberg. E.J. Gumbel. 256 


BUCHBESPRECHUNGEN 


W. LUDWIG, Dr. o. Prof. a. d. Techn 
Hochschule Dresden. lhehrbuch der dar- 
stellenden Geometrie. Zweiter Teil Das 
rechtwinklige Zweitafelsystem Keselschnitte, 


j 


Durchdrinzuneskurven, >Schraubenlinie Mit 
50 Abb. im Text. Verlag von Julius Springer. 
Berlin 1922. \ 134 S. 

Der erste Teil zerfällt in zwei Abschnitte, 
die betitelt sind: RKechtwinklige Projektion auf 


mehrere Rißtafeln und die Ellipse als allınes 
Bild des Kreises. Im ersten Abschnitt werden 
zunachst die grundlegenden Betrachlungen er- 
ledigt, worauf zu den \Vielfa« hen, ıhren Durch- 
dringungen und Schatten übergegangen wird. 
Es fällt auf, daß die Nummer VI, Neisungs 
winkel und Umlegungen einer Ebene, ganz 

und 


r 


isoliert nach den Viellachen erscheint 
cht mit den übrigen Betrachlungen über di 


bene Ill 


1llıll erledig! Uule l.llipse, 


vereinigt wurde. Der zweıle Ab 
nımmit dazu abs 
auch den Kreiszylinder und die Kugel. 


Der zweite Teil gliedert sich ebenlalls in 


zwei Abschnitte Keselschnitk und Raum 
kurven«. Die Projektion «ın«ı I\reises aus 
} I 1 N 
‘ l vlllcı Eu ( ik ( (lie IN 15 
U | i ik “x | ( Ui S eL i IIeC1Li) ar 
ul kKreiskegelflachs« IS werden nun di 


tistische« Untersuchungen übe: horrelatioı und 


Syınımetrie Kehinoideen. Archiv für Entwick 


lJlungesınechanik Berlin 192 


Schnitte der 


Als Aus- 
gangspunkt dient ein der Polarentheorie an- 
sehörender Satz über den Kreis, der dann 
auf den Schnitt übertragen eine Erzeugung 
Büschel-Konstruklion) eines jeden der drei 
kegelschnitte Daraus werden weitere 
Eigenschaften der Kegelschnitte abgeleitet. Für 
diesen Teil des Buches kann sich der Bericht- 
erstatter nicht erwärmen. Die Entwicklung 
ist ziemlich umständlich und laßt die Durch- 
Der folgende Abschnitt 
Drehungsflächen und dann in ein- 
Weise die Durch- 


Iegelfläche abgeleitet. 


lıefert. 


sichlig seit vermissen. 
)rınEl Ule 


gehender und eigenarliger 


dringungen von Zylinder, Kegel und Drehungs- 
flächen. Eine sorgfältige Erörterung der Ab- 
wicklung und der Schraubenlinie bildet den 
Schlub. 


ist auslüälrlich, eingehend 
Strenge in mathematischer Hinsicht 
wird soweit als möglich erstrebt. An einer 

nzigen Stelle (beim Krümmungskreis) wird 
der Begriif des limes eingeführt; auch die 
neuere Geometrie wird nicht benutzt, obschon 
ie Benulzung des unendlich iernen 
Punktes manche Betrachtungen in einen enge- 

n Zusammenhang brächte. ] 


)as Svstematisch- 


“-) I. Kaup, Korrelationskoeflizient und funk- 
tionelle Abhängigkeit von Körpermaßen, Sitzungs- 


1 


berichte der Gesellschaft für Mosphologie und 
Physiologie, Jabrganz 34, S. 39 bis 72. München 
LYZ 














\lelhodısch. st betont Jod \ufgabe unten 
scheidet genau zwischen »Gegeben« und »Ge 


sucht«. Alle entwickelten Resultate sind sor 
sam in Sätze zusammengefaßt. Der Charakter 
der Vorlesuns wird. wie der Verfasser ja auch 
beabsichtigte. eänzlich verwischl Die Disı 
sition des Stoffes entbehrt nicht der ] 

Auch praktische Bemerkungen sind eingestreul 
Die Abbildungen, mit denen allem Anschei 
nach etwas gespart wurde, lassen nichts zu 
wünschen übrig. bbildunsen der im Text: 
erwähnten Maschinenteil z.B. eines Hahn« 


Nachrichten 





( 1] S. 103 \ 1) 
| di 1 Entwiel 
| li Umriß ein I! II. S.26 
legt die Betrachtung der Abb.$St und deı 
lin .” die Bemerku nahe, daß es auch 
ii | 1] ( @IG | ich: Noc| 
| 4 / ( Umril lL,ınıen ebi / eb 
R | "läche sıch n Bild zum 


München. Mai 10% 


Narl Dochleman .ı) 


NACHRICHTEN 


Jahresversammlung in Marburg S$ep- 
tember 1923. Trotz der äußerst ungünstigen 
Zeilverhältniss: vermochle d’e semeinsame 
Jahresversammlung der Deulschen Mathema- 


lıker-Vereinisune und der Gesellschaft 


für angewandte \athematik und 
\\echanik in Marburg starken Besuch und 
einen vollen Erfolg aufzuweisen ls halten 
sich über hundert Teilnehmer aus allen 
leilen Deutschlands eingefunden, darunter 31 
\Miltslieder unserer Gesellschaft \n den bei- 


den Vorlrasstasen die der Mechanik und 
Mathematik 
wurden 18 wissenschaftliche 
ET, lebhaf er 


sewicdmet 
Vortr I0e. unter 
seitens der Mit 


slieder schalten In der Geschäftssitzuns wur 


angewandlen waren 


v4 un 
\ussprachı 


den die Satzungen beraten. die in Tlinkunfl 
der Tätiskeit der Gesellschaft zusrunde liesen 
sollen. Im Einzelnen war der Verlauf der 
Tasuns der folsende. 

1. Ausschußsitzung am 23. September nach- 
millags Vorsilzender Hr. Prandt] Der 
Geschäftsführer Hr. v. Mises erstattet PBe- 
richt über das abeelaufene Jahr. Der Sat- 
zunssentwurf in der Fassung, die aus der 


schriftlichen Beratung des Ausschusses her- 


vorgegangen Ist. wird nochmals erörtert und 
unverändert zur Vorlase in der Haupt- 
versammlung angenommen Die Höhe der 


Mitsliedsbeiträse und die Wahlvorschläge wer- 
den besprochen. 

2 Wissenschaftlich« Sitzune am 
24.Sepltember vormittags. Vorsitzen- 
der Hr. Körner-Prase. Hr. Prandt] 
zeist im Anschluß an d'e Veröffentlichung 
von Hencekvt!) wie die Tenckvschen Sätze 
über statisch bestimmte Gleichsewichtszustände 
in plastischen Körpern zahlreicher einfacher 
Anwendungen fähls sind U. a. wird der 
Verlauf der Gleitlinien in einer ebenen Platte, 
In die e'n Stempel eindrins! dargestellt? 
lir. v. Mises entwickelt e Ne 
Theorik deı Stahilität east'scher Stabwerke 


allsemeine 


die aussehl von zwei Grenzfällen. der reinen 
lachwerkknickuns und der reinen Rahmen- 


kniekung je nachdem man die «e'nzelnen 
Stäbe als nur dehnbar bezw ıls nur bier- 
sam ansıelhl!. Durch eine etwas veränderte 


I) Diese Zeitschrift, 3, 1923. S. 241 bis 251. 


“ 


-“-) Der Vortrag wird in dieser Zeitschrift er 
scheinen. 


Den! r der Ausgangsgeleichungen sewinnt man 
rundsätzliche Aufklärun hinsichtlich des so 


enannten Tindeuliskeitssalzes der EFlastizitäts 
| hehandelt die Rand 


werlaufgsabe des Turbulenzproblems. die der 
lrası entisprich! ı) ich e ner bel ebire vor 
esehbenı (in | keilsverteilune in einem 
Kanal stalionäre Schwinsungen überlasern 
lassen Ir zeist. daß man bei Untersuchung 
der In Betracht kommenden Kısenwerl 


leichune sich auf die Wurzeln von seringem 
ıbsoluten Belra beschränken darf, da nmur 
diese die notwendige Realitälsbedinsuns erfül- 
len könnten. während die erößeren gewiß ab 
klingenden Schwingungsvorgängen entsprechen 
Hı Doelsch lest dar. wie man die Diffe 
re Iıaloleichun: les eindimens'onalen Pro 
hlems der Wärmeleiluns in brauchbarer Weise 
vereinfachen k Inn durch \nwenduneg der Ss0O- 
senannlen Laplaceschen Transformation 

3 Wissenschaftlich. Sılzung am 
24.Sepltember nachmiltaes. Vorsitzen 
ler Hr Prandtl. Ir Nadaı hl eine 


Theorie der Torsion unter Berücksichtigung 


der Ueberschreituns der Tlastizitälssrenze, in- 
dem er auf Grundlage der Theorie plastischer 
Körper die Spannungsverleiluns im  Tließzu 
stand bestimmt? Ir. Trefftz bespricht 
im Anschluß daran den besonderen Fall der 
scharfer 
innerer Ecke, wobei es selinst, die Größe des 


Torsion eines  Winkeleisens mit 
Gebilels bleibender Formänderung für eine gc- 
abzuschälzen. IHIr.Grammel 

\nsalz, der gestaitet, das 
Torsionsmoment. das nölis ist, um einen ge 


chene Belastuno 
entwickelt einen 
chlossenen elaslischen Ring umzustülpen, zu 
berechnen und die verschiedenen hierbei auf 

Hr.Schwe 


randel! di IKnicksicherheil eines 


Irelenden Fälle zu diıskuliren 


rin h 


ebenen Pleches das durch Druckkräfte am 


Rand In unsvmmetrischer \We'se helastel 
wird IH Basch berichtet über «eigene 
\rbeile A zum Zweck: haben hei Durch 
uhr li \usg'eichs von Beob 
hlun ı eine Uebersicht über d’e Präzision 
bezw di Wahrscheinlichkeit verschiedener 
l,aoen der Ausgleichsseraden zu gewinnen. Hr 
l,uckex ıhl eine kurze Darstellung der 
aphısche (Grundbegriffe ? IIr \ll 
hi D1 chi lt \ulsabe (] » Bew: ung einer 
bene aufzusuchen. sobald die Geschwindig 
keilspläne dreier ihrer Punkte sesehen s'nd 


00 Zeitschrift für angewandte 


| \Wıssenschaflliche Silzuns am 
2».seplember vormillags 
Hr. v. Mises Hr 


ddıe Iheorelischen Grundlagen der unler seiner 


o Vorsitzender 
i\noblauch bespricht 


l,eilunge ım Münchener Instilut ausgearbeiteten 
Dampflabellen und gibt eine Uebersicht über 
Ihre VUebereinslimmung mil den bisherigen Er 
Hr. Zerkowıtz macht ım An 
schluß an diesen Vortrag eine kurze Mil 


lahrunge 


teilung uber die ın neuerer Zeit lebhafl 
wordenen Bestrebungen. den in Dampfma 


ge 


schinen und Dampflurbinen wirksamen DampfT- 
druck erheblich zu steigern Hr. Pöschl 
tell eine spezielle Lösung der Bewegungs 
oleichungen idealer Gase mit. die der ebenen 


Bewegung in einer geradlinig begrenzten Düse 
unter Berücksichligung der Reibung enl- 
spricht ! Hr. Emde entwickelt ein zeich 
nerisches Verfahren zur Behandlung ein- 


Jimensionaler Wechselstromprobleme, das aul 
einer neuarligen Darstellung des sinus und 
langens für komplexes Argument beruht. Hr 
hüdenberg führl eine Reihe von Beispielen 
vor In denen Schwingungsvorgange mil 
nichllinearem Verlaufe der die Schwingung 
hervorrulenden Iralft vorliegen Er zeigt 
wie man ın einfacher Weise durch zeıchne 
rısche Integration die Schwingungsfrequenzen 


und Schwingungsformen auffınden kann? Hr 
Dorv bespricht ım Anschluß an diesen Vor 
trag eınen besonders interessanten. ın der 
Praxis des elektrischen Bahnbetriebs wich 


tiven Hall der Schwingungserscheinung, beı 
der das Spiel ın den Gelenken des Kurbel 
trıebs und die Veränderlichkeit der Elastizi 
tätsverhältnisse ausschlaggebend zu sein 
scheint IIr. Pflieger-Haertel macht eine 
kurze Mitteilung über die Anwendung von 
Begriflsbildlungen aus dem Gedankenkre's der 
konformen Abbildung auf die Konstruktion 
der Kreisdiasramme elektrischer Maschinen 

3 \Mıtsliederversammlung am 2. 
Seplember nachmiltags Vorsitzender 
Ir. Prandil Hr v. Mıses erstaltet den 
Danach beträgt der Mitglie- 
derbesland 158 davon 84 ın Deutschland. 


(reschäflsberich! 
S ın Deulsch-Oeslerreich, 35 in der Tschecho- 
slowakeı,. 6 ın Holland. je 1 ın der Schweiz, 
In Schweden. Spanien, Polen, Amerika Die 
betrugen bıs 
15. Seplember rd. 62 Goldmark. die Ausgaben 
einschließlich des Entwerlungsverlustes rd, 


Kınnahmen (ler (resellschafl 


17.» Goldmark so daß ein Ueberschuß von 
we 11.5 Goldmark verbleibt. von dem der 
srößle Teil ın werlbesländiger Form vorhan 


3) O. Knoblaueh, E. Raisch, H Hausen, 
Tabellen und Diagramme für Wasserdampf be 
rechnet aus der spezifischen Wärme. Berliu und 
München 1923. 

4) Math. Ann. 89, 1923, 208 bis 214. 

>) Vergel. J. Döry, Die Schüttelerscheinungen 
elektr. Lokomotiven mit Kurbelantrieb. Braun- 
schweig 1923. Vieweg. 
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den ist Die Versammlung beauftragt den 
(seschäftsführer, dem Marburger Orlsausschuß 
für die erfolgreiche Vorbereilung und Organi- 
salıon der Tagung den Dank der Gesellschaft 
auszusprechen Der vom vorläufigen Aus 
schub vorgelegte Satzungsenltwurf wird von 
der Versammlung eingehend beraten und mil 
oerinefügigen stilistischen Aenederunsen zum 
Beschluß erhoben Danach wird die Ver 
einigung in Hinkunft den einlachen Namen 

Gesellschaft für angewandte Ma 
Ihematik und Mechanik führen Die 
\ufgabe der Gesellschall wird in $2 der Sal 
zungen folgendermaßen Testgeleg! Aufgabe 
der Gesellschaft ist es, die wissenschaftliche 
“orschung auf allen Teilgebieten der Mecha- 
nik, der Mathemalik und Physik, die zu 
den Grundlagen der Ingenieurwissenschaflen 
zählen, zu pflegen und zu fördern, in erster 
linie durch Veranslallung von wissenschaft 
lichen Versammlungen. Die Gesellschaft streb! 
die Erfüllung ihrer Aufgabe ım Einvernehmen 
und in enger Gemeinschaft mit dem Verein 
deutscher Ingenieure an 

Die Mitgliedsbeiträge für das Geschältsjahr 
das am 1. Oktober 1923 beginnt. werden wie 
folgt festgesetzt Für Mitglieder ın Deulsch 
land 0.25 Goldmark. ın Deulsch-Oeslerreich 
>000 Oe. Kr.. ın der Tschechoslowakei 5ScKR 
in den übrisen Ländern ?2Fr.. 2Schilling 
!/, Dollar. 1 Gulden elc 

Die Versammlung wahll durch Zurul aul 
\ntrag von Hrn. RKnoblauch-München zum 
Vorsitzenden Hrn. Prandtl,. zu seinem 
Stellvertreler Hrn. Reißner, zum Geschäfts- 
führer Hrn v. Mises, ferner auf Antrag 
von Hrn. Prand!l in den wissenschaft- 
lichen Ausschuß die HHhr I mde-Stultsart 
Klektrolechnik Finsterwalder- München 
Mathemalik), v. Karmän- Aachen Mecha 
nik), Knoblauch-München (Tech. Physik). 
Körner-Prag Maschinenbau Trefftz 
Dresden Mechanik) 

Der Vorsitzende schließ! d’e Tagung. indem 
er dem Wunsche nach sedeihlicher Weiter 
entwicklung der Gesellschaft und nach reger 
Beteiligung an der nächstjährigen Versamm- 
lung Ausdruck gibt 


Mathematischer Reichsverband. Die im 
Prosramm der Marburger Versammlung an- 
sekündiste Tagung des Reichsverbandes ist 
ausgefallen Es hat daher die Aussprache 
über die Prüfungsordnung der Studienreleren- 
dare für reine und angewandte Matlhemalik, 
die schon im Vorjahre in Leipzig auf dem 
Prosramm stand, damals aber verlagl wurde. 
wieder nicht stattgefunden 319 


Im Ausschuß für technische Mechanik (des 
Berliner Bezirksvereins deutscher Ingenieure 
\lontag. d. 3. Dezember, 5 Uhr nachm. sprich! 
Prof. Mises über die Knicksicher- 
heit von Gitterträgern Techn. Hoch 
schule. Hörsaal 158 H 


(Redaktionsschluß 31. Oktober 1923.) 


Verantwortlich: für die Sehriftleitung Professor Dr. von Mises, Berlin W 30, Neue Winterfeldtstraße 43; 
für den Anzeigenteil Fritz Noack, Berlin-Niederschönhausen. 
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